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1. 

Über den Afittelpunet nicht paralleler Kräfte. 

(Von Herrn A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 



Herr Dr. Min ding bat in einer sehr scharfsinnigen Abhandlung, im 4ten 
Hefte des 14. Bandes dieses Journals, die Lehre vom Mittelpuncte paralleler 
Kräfte auf ein System nicht paralleler Kräfte auszudehnen gesucht. Da ich 
gleichfalls — bei Gelegenheit statischer Untersuchungen, mit denen ich mich 
seit längerer Zeit beschäftige, — diesen Gegenstand in Betracht gezogen 
habe, so dürfte es dem Hrn. Dr. Min ding und den Lesern seines Aufsatzes 
vielleicht nicht unangenehm sein, wenn ich ihnen die Ergebnisse meiner Un- 
tersuchungen hier kürzlich vorlege. Eine ausführlichere Darstellung derselben 
verspare ich für eine Statik fester Körper, die ich mit Nächstem herauszu- 
geben beabsichtige. 



Die Hauptaufgabe, um welche es sich hier bandelt, läfst sich folgen- 
dergestalt in Worte fassen: 

Ein frei beweglicher fester Körper ist der Wirkung von Kräften unter- 
worfen. Die Veränderung dieser Wirkung zu bestimmen, wenn der 
Körper beliebig aus seiner Lage verrückt wird, und dabei jede Kraft 
mit unveränderter Intensität, und parallel mit ihrer anfänglichen Richtung, 
auf ihren Angriffspunct zu wirken fortfährt. 
Die auf den Körper wirkenden Kräfte können nun entweder sich das 
Gleichgewicht halten, oder auf eine, oder auf zwei Kräfte reducirbar sein. 
Sie können ferner ihrer Lage nach entweder parallel, oder nicht parallel, und 
dann in einer Ebene, oder im Räume überhaupt enthalten sein. Die Fälle, 
welche sich hieraus zusammensetzen lassen, will ich jetzt einzeln durchgehen, 
und zuvor nur noch erinnern, dafs die überall vorauszusetzende Bedingung, 
dafs jede Kraft ihren Angriffspunct und ihre Intensität behalte und ihrer an- 
fänglichen Richtung parallel bleibe, um der Kürze willen nicht wieder be- 
sonders erwähnt, sondern fiberall bei der Verrflckung mit hinzugedacht wer- 
den soll. 

Grelle'! Journal d. M Bd. XVI. Hftl. 1 
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Betrachten wir nun zuerst ein 

A. System paralleler Kräfte. 

ä) Haben die parallelen Kräfte eine einzelne Kraft zur Resultante, 
so ist diese ihnen parallel; sie selbst bleiben bei jeder Verrückung des Kör- 
pers auf eine Resultante von der nämlichen Intensität und Richtung reducir- 
bar, und es läfst sich ein mit ihren Angriffspuncten in fester Verbindung 
stehender Punct angeben, der Hittelpunct der parallelen Kräfte, 
welchem die Resultante stets begegnet. Die parallelen Kräfte sind daher bei 
allen Verrückungen des Körpers gleich wirkend einer und derselben, mit 
ihnen parallelen, an diesem Mittelpuncte anzubringenden Kraft 

b) Halten die parallelen Kräfte einander das Gleichgewicht, und ist 
A der MUtelpunct eines Theils derselben und R die Resultante dieses Theils, 
B der Mittelpunct und & die Resultante der Übrigen) so sind die Kräfte R 
und & einander gleich und direct entgegengesetzt, wirken also in der Geraden 
AB, die mit den Kräften des Systems selbst parallel ist. Wird hierauf der 
Körper verrückt, so bilden die Kräfte R und S, =—R, ein sogenanntes 
Kräftepaar ; die Fälle ausgenommen, wenn die nachherige Lage des Körpers 
der anfänglichen parallel ist, oder die Verrückung in einer Drehung des 
Körpers um eine mit den Kräften parallele Axe besteht, oder endlich, wenn 
A und B colncidiren, als in welchem Falle der Angriffspunct jeder Kraft 
des Systems der Mittelpunct der jedesmal übrigen Kräfte ist. 

Bei Verrückung eines Körpers, an welchem parallele Kräfte im Gleich- 
gewicht sind, geht demnach, mit Ausnahme der oben gedachten drei Fälle, 
das Gleichgewicht verloren, und die Kräfte werden gleichwirkend mit einem 
Paare, dessen Kräfte mit den erstem parallele Richtung haben und auf zwei 
bestimmte Puncte des Körpers wirken. — Auch kann man diesen Satz fol~ 
gendergestalt ausdrücken: 

Sind an einem Körper parallele Kräfte im Gleichgewicht, so kann man 
immer an zwei Puncten des Körpers, die mit den Kräften in einer Parallele 
liegen, zwei neue, mit den Kräften ebenfalls parallele, sich das Gleichge- 
wicht haltende und daher das vorige Gleichgewicht nicht störende Kräfte 
(— jß an A und -fJR an B) hinzufügen; wodurch es geschieht, dafs, wie 
auch die Lage des Körpers geändert werden mag, das anfangs bestehende 
Gleichgewicht nicht unterbrochen wird. 
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Uebrigens erhellet ans der Theorie der Kräftepaare, dafs man, statt 
der an A nnd B anzubringenden Kräfte R, auch in irgend zwei andern 
Puncten des Körpers, die in einer Parallele mit den ursprünglichen Kräften 
enthalten sind, zwei einander gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte R 
anbringen kann, wenn nur A'B\R!= AB.R ist, und die Kräfte R die 
Puncto -4' und B f einander zu nähern oder von einander zu entfernen stre- 
ben, je nachdem das Eine oder das Andere bei den Kräften R in Bezug 
auf die Puncto A und B der Fall ist. 

c) Da die Kräfte, wenn sie anfangs im Gleichgewicht sind, sich nach 
der Verrflckung des Körpers im Allgemeinen auf ein Paar reduciren, so ist 
der dritte mögliche Fall, wenn die Kräfte schon bei der anfänglichen Lage 
des Körpers einem Paare gleichwirkend sind, von dem vorigen nicht wesent- 
lich verschieden und bedarf daher keiner weiteren Erörterung. 

JE System von Kräften, die in einer Ebene enthalten sind. 

a) Bei jedem System von Kräften in einer Ebene läfst sich, wenn 
sie eine Resultante haben, in der Richtung derselben ein Mittel pun et, 
d. h. ein Punct des Körpers angeben, welchem die Resultante bei jeder Ver- 
rflckung des Körpers, wobei die Ebene sich selbst parallel bleibt, also bei 
jeder parallelen Fortbewegung und bei jeder Drehung um eine auf der Ebene 
normale Axe, immer begegnet. Das System bleibt also nach jeder solchen 
Verrflckung gleichwirkend einer einzigen, an einem bestimmten Puncte des 
Körpers anzubringenden Kraft. 

Besteht das System nur aus zwei Kräften, so findet sich der Mittel- 
punct, als der zweite Durchschnitt ihrer Resultante mit dem durch die An- 
griffspunete und den Durchschnitt der Richtungen der beiden Kräfte zu be- 
schreibenden Kreise. (Der erste Durchschnitt der Resultante mit dem Kreise 
ist der Durchschnitt der Richtungen selbst.) 

Durch wiederholte Anwendung dieser Regel läfst sich auch bei ei- 
nem System von mehr als zwei Kräften der Mittelpunct bestimmen. Denn 
zuerst kann man statt irgend zweier Kräfte des Systems und ihrer An- 
griffspunete eine einzige Kraft und deren Angriffspunct setzen, von denen 
erstere die Resultante nnd letzterer der Mittelpunct jener beiden ist Auf 
diese Art ist das System, wenn es anfangs aus n Kräften bestand, auf n—\ 
reducirt worden; dieses System von n—\ Kräften kann man gleicherweise 
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auf n — 2 reduciren, and so fort, bis man zuletzt anf die Resultante und 
den Mittelpunct des ganzen Systems kommt. Da das System nur einen ein- 
zigen Mittelpunct bat, so ist es gleichgültig, in welcher Ordnung man die 
Kräfte nach und nach mit einander verbindet. Dies giebt zu einigen elegan- 
ten geometrischen Sitzen Veranlassung, bei denen ich mich aber hier nicht 
aufhalten will. 

6) Aus dem jetzt betrachteten Falle, wenn die in einer Ebene wir- 
kenden Kräfte eine Resultante haben, lassen sich die Umstände fQr den 
zweiten Fall, wenn sie einander das Gleichgewicht halten, ganz eben so her- 
leiten, wie vorhin bei parallelen Kräften, und wir gelangen damit zu folgen- 
dem Satze: 

Ein System von Kräften in einer Ebene, welche sich das Gleichge- 
wicht halten, wird bei Drehung der Ebene in sich selbst, im Allgemeinen 
gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte, eben so wie die des Systems, 
fortwährend auf dieselben zwei Puncto der Ebene wirkend sich annehmen 
lassen. Dabei können die eine Kraft und deren Angriffspunct, oder, wenn 
man statt dessen lieber will, die Angriffspuncte beider Kräfte nach Willkflhr 
bestimmt werden, indem nur das Product aus der gegenseitigen Entfernung 
der beiden Angriffspuncte in die gemeinschaftliche Intensität der beiden Kräfte 
eine durch die Beschaffenheit des Systems gegebene Gröfse ist. Oder mit 
andern Worten: 

Zu einem in einer Ebene enthaltenen und im Gleichgewicht befind- 
lichen Systeme von Kräften lassen sich immer an zwei beliebigen Puncten 
der Ebene zwei sich ebenfalls das Gleichgewicht haltende Kräfte von solcher 
Intensität hinzusetzen, dafs das Gleichgewicht bei Drehung der Ebene in sich 
selbst fortdauert. 

Findet eine solche Fortdauer des Gleichgewichts statt, ohne dafs man 
zwei Kräfte hinzuzufügen genöthigt ist, so ist der Angriffspunct jeder Kraft 
der Mittelpunct der jedesmal übrigen Kräfte. 

c) Der dritte Fall, wenn die Kräfte mit einem Paare gleiche Wirkung 
haben, reducirt sich hier eben so, wie vorhin bei den parallelen Kräften, auf 
den vorhergehenden zweiten. 

C System von Kräften im Räume Oberhaupt 

Wir wollen hier zuerst die Sätze aufstellen, welche ein im Zustande 
des Gleichgewichts befindliches System betreffen. Es sind folgende: 
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a. 1) Zu zwei einander nicht parallelen Lagen eines Körpers läfst 
steh immer eine solche Richtung finden, dafs der Körper durch Drehung um 
ehe mit dieser Richtung parallele Axe aus der einen Lage in eine mit der 
andern parallele Lage gebracht werden kann; und wenn der Körper unter 
Einwirkung von Kräften, die beliebige Richtungen im Räume haben, in jeder 
dieser beiden Lagen im Gleichgewicht ist, so ist er es auch in jeder dritten, 
in welche er durch weitere Drehung um jene Axe und durch parallele Fort- 
bewegung versetzt wird. 

Wenn das Gleichgewicht durch Drehung des Körpers um eine Axe 
nicht aufgehoben wird, so wollen wir die Axe eine Axe des Gleich* 
gewichte nennen. Jede mit einer solchen parallele Axe ist ebenfalls eine 
Axe des Gleichgewichts. — So ist es z. B. bei einem System paralleler 
Kräfte, welche sich das Gleichgewicht halten, jede Gerade, welche mit den 
Krtften parallel läuft, (Vergl. A. *.) 

a, 2) Damit eine Axe des Körpers eine solche Gleichgewicfatsaxe 
sei, ist es nöthig und hinreichend, dafs, erstens, wenn die Kräfte und ihre 
Angriffspuncte auf eine die Axe rechtwinklig schneidende Ebene projicirt wer- 
den, das Gleichgewicht zwischen den projicirten Kräften bei der Drehung 
des Körpers um die Axe nicht aufhöre, und dafs zweitens die Projectionen 
der Kräfte auf Linien, welche man parallel mit der Axe durch die Angriffs- 
puncte der Kräfte legt, für sich im Gleichgewicht sind *). 

a. 3) Sind bei einem System zwei einander nicht parallele Axen 
des Gleichgewichts vorhanden, so ist es auch noch jede dritte, welche, mit 
den beiden erstem, einer und derselben Ebene parallel läuft 



*) Wird jede Kraft des Systems parallel mit drei Axen eines rechtwinligen Coor- 
dinatensystems in drei andere X, Y, Z zerlegt, und sind x, y, z die Coordinaten des 
Angriffspunctes der Kraft, so ist, wegen des vorausgesetzten Gleichgewichts: 

2Yz-2Zy = 0, 2Zx—2Xz=0, 2Xy—2Yx = 0. 
Setzt man nun 

2Yz = 2Zy = F ß 2Zx = 2Xz=G, 2Xy = 2Yx = H und 
2Yy + 2Zz=f ß 2Zz + 2Xx**g, 2Xx + 2Yy = h $ 
so ist 

2FGH+ FFf+ GGg+ HHh —fgh^H 

die Bedingung, anter welcher das System eine Gleicbgewicbtsaxe hat« 

Wird diese Gleichung erfällt, so ergeben sich die Cosinus p, q y r der Winkel, 
welche die Gleichgewicfatsaxe mit den Axen x, y, z bildet, durch Verbindung zweier 
der drei Gleichungen: 

Gr+Hq = fp ß Hp+Fr = gq, Fq+Gp ■■ hr, 

aus denen, wenn p, q, r sämmtlich eliminirt werden, jene Bildungsgteiohung hervorgeht. 
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Hieraus ist leicht weiter zu folgern, tiefe, wenn ein System drei 
Gleichgewichtsaxen bat, welche nicht einer und derselben Ebene paralldl 
sind, auch jede vierte Axe eine solche ist, oder mit andern Worten: Ist 
ein Körper im Gleichgewicht, und wird dieses durch drei verschiedene Ver- 
rflcknngen des Körpers nicht aufgehoben, so dauert es im Allgemeinen auch 
nach jeder vierten Verrflckung fort; oder noch anders ausgedrückt: Ist ein 
Körper in vier verschiedenen Lagen im Gleichgewicht, so ist er es im All- 
gemeinen auch in jeder fünften. 

a. 4) Ein im Gleichgewicht befindliches System hat im Allgemeinen 
keine Axe des Gleichgewichts. Indessen ist es immer möglich, zu den sich 
anfangs das Gleichgewicht haltenden Kräften zwei neue, einander gleiche und 
direct entgegengesetzte, also das Gleichgewicht nicht störende Kräfte hinzu- 
zufügen, welche eben so, wie die schon vorhandenen, auf bestimmte Puncto 
des Körpers, nach sich parallel bleibenden Richtungen wirken, und wodurch 
es geschieht, dafs der Körper eine Gleichgewicbtsaxe von gegebener Rich- 
tung erhält. 

Da die zwei neuen, sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte bei Dre- 
hung des Körpers nicht mehr einander direct entgegengesetzt sind, sondern 
parallel werden und in ein Paar fibergehen, so kann man den vorigen Satz 
auch also ausdrücken: 

Wird ein Körper, auf welchen mehrere sich das Gleichgewicht hal- 
tenden Kräfte wirken, um eine Axe gedreht, so hört das Gleichgewicht im 
Allgemeinen auf und die Wirkung der Kräfte reducirt sich auf die eines 
Paars, dessen Kräfte R und —R man eben so, wie die erstem Kräfte, auf 
zwei gewisse Puncto A, B des Körpers mit unveränderter Richtung und In- 
tensität wirkend, setzen kann. 

Dabei bleibt, wie in (<4. 6.)? der eine dieser Puncte A, B und ihre 
Entfernung AB der Willkflhr fiberlassen, indem durch die Beschaffenheit des 
Systems und die Richtung der Gleichgewichtsaxe nur die Richtung, mit wel- 
cher AB parallel sein mufs, und das Product AB.R bestimmt werden. 

b. 1) Der zweite Fall, den wir jetzt in Betrachtung ziehen, ist der, 
wenn die auf den Körper wirkenden Kräfte nicht im Gleichgewicht sind, son- 
dern nur durch Hinzufügung zweier neuen > nicht in einer Ebene liegenden 
Kräfte, ins Gleichgewicht gebracht werden können. Diese zwei Kräfte lassen 
sich nun immer, und auf unendlich viele Arten, so bestimmen, dafs ein, auch 
bei der Drehung um eine gegebene Axe fortdauerndes Gleichgewicht zu Wege 
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gebracht wird. Es lfifst sich Dämlich ein, durch die Beschaffenheit des Systems 
und die Lage der Drehungsaxe bestimmtes hyperbolisches Hyperboloid an- 
geben, von dessen zwei, die Fläche erzengenden Geraden die eine die Eigen- 
schaft besitzt, dafs die Angriffspuncfe der zwei Kräfte wfllkflhrlich in irgend 
einer der Lagen dieser Geraden genommen werden können. 

b. 2) Die zwei zu einem solchen Systeme hinzuzusetzenden Kräfte, 
damit dasselbe in's Gleichgewicht komme, lassen sich, nebst ihren Angriffs- 
puncten, entweder auf doppelte Weise, oder gar nicht, so bestimmen, dafs 
die Gerade durch die beiden Angriffspuncte selbst eine Gleichgewichtsaxe 
wird, und dafs daher, wenn man diese Axe unbeweglich und den Körper mit 
ihr fest verbunden annimmt, ein auch während der Drehung um die Axe 
dauerndes Gleichgewicht hervorgebracht wird, und ohne dafs man zwei Kräfte 
hinzuzufügen nöthig hat; und dafs die Pressungen, welche die Axe erleidet, 
ihrer Richtung und Stärke nach, bei der Drehung unverändert bleiben. Eine 
solche Axe mag eine Hauptaxe des Gleichgewichts heifsen. 

So geht z. B. bei einem Systeme von zwei Kräften, welche nicht in 
einer Ebene liegen, die eine der beiden Hauptaxen durch die zwei Angriffs- 
puncte selbst; die andere ist auf der Ebene, welche mit beiden Kräften 
parallel läuft, normal und trifft diese Ebene in dem Hittelpuncte der auf sie 
projicirten Kräfte. Dasselbe gilt auch, wenn die zwei Kräfte einander nicht 
parallel aber in derselben Ebene enthalten sind, und nicht blofs die Drehun- 
gen der Ebene in sich selbst, (wie in 0), sondern auch alle übrigen Drehun- 
gen berücksichtigt werden. 

Auf solch ein einfaches System von nur zwei Kräften reducirt sich 
auch jedes andere, dessen Kräfte einer Ebene parallel sind, oder in einer 
Ebene selbst wirken. Denn zieht man in der Ebene zwei beliebige Gera- 
den a und b, zerlegt jede Kraft P des Systems, an ihrem Angriffspuncte, in 
zwei andere X und Y, welche diesen Geraden parallel sind, und bestimmt 
von den parallelen Kräften X die Resultante, welche X t und den Mittel- 
punct, welcher A sei, und von den parallelen Kräften Y die Resultante 
F, und den Hittelpunct B: so ist das System bei jeder Verrückung gleich- 
wirkend den aus A und B wirkenden Kräften X x und Y n und hat folg- 
lich zwei Hauptaxen, von denen die eine die Verbindungslinie von A mit 
B ist und die andere die Ebene in dem Mittelpuncte der auf sie projicir- 
ten Kräfte X t und F wenn sie nicht schon in der Ebene selbst liegen, 
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rechtwinklig schneidet. Da nun das System nicht mehr als zwei Hauptaxen 
haben kann, und gleichwohl die Geraden a und * in der Ebene ganz nach 
WitlkOhr gelegt werden können, so ziehen wir den merkwürdigen Schlufs: 

a) Hat man ein System von Kräften, welche mit einer und derselben 
Ebene parallel sind und sich weder das Gleichgewicht halten, noch mit einem 
Paare gleiche Wirkung haben, und zerlegt man jede Kraft an ihrem Angriffs- 
punkte in zwei andere X und Y, welche parallel mit zwei sich schneidenden 
Geraden a und b der Ebene sind: so sind der Mittelpunct der parallelen 
Kräfte X und der Mittelpunct der parallelen Kräfte Y in einer von der Lage 
der Linien a und * unabhängigen Geraden enthalten. Sie heifse die Cen- 
trallinie des Systems. Oder mit andern Worten: 

Werden durch die Angriffspuncte parallel mit einer Ebene wirkender 
Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden der Ebene gezogen, und auf diese 
Parallelen die Kräfte durch Parallelen mit irgend einer andern Geraden der 
Ebene projicirt: so ist der Ort des Mittelpuncts der projicirten Kräfte, wenn 
sie anders einen solchen haben, eine gerade Linie, — die Centrallinie. 

Dieser, auch ohne die vorhergehende Theorie leicht erweisliche Satz 
läfst sich auch auf ein System im Räume ausdehnen und lautet dann aljso: 

/?) Hat man ein System von Kräften im Räume, welche sich weder 
das Gleichgewicht hallen, noch auf ein Paar redücirbar sind, und zerlegt man 
jede Kraft, an ihrem Angriffspuncte, parallel mit drei beliebigen Geraden a, 
b, c, welche nicht einer und derselben Ebene parallel sind, in drei andere 
X, Y und Z; so liegen der Mittelpunct der Kräfte X, der Mittelpunct der 
Y und der der Z in einer von der Lage der Geraden a, b, e unabhängigen 
Ebene, welche die Centralebene des Systems genannt werde. Oder: 

Zieht man durch die Angriffspuncte nach beliebigen Richtungen im 
Räume wirkender Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden a und projicirt 
auf diese Parallelen die Kräfte durch Linien, welche einer beliebig angenom- 
menen, die Gerade a schneidenden, Ebene parallel sind; so ist der Ort des 
Mittelpuncts der projicirten Kräfte, wenn anders ein solcher statt findet, eine 
Ebene, — die Centralebene. 

Haben die vorigen drei Geraden a } b, c gegen die Centralebene 
eine solche Lage, dafs a und b mit ihr parallel sind und c auf ihr nor- 
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mal steht, so liegen die Mittelpuncte der Kräfte X und der Kräfte Y nach 
d) in einer bestimmten Geraden, welche nach ß) in der Centralebene selbst 
enthalten ist Sie heifsert die Centrallinie des Systems beliebig im Räume 
wirkender Kräfte. Wenn überdies, bei derselben Lage von a, b, c gegen 
die Centralebene, die Gerade, a mit der Centrallinie parallel läuft und b auf a 
normal ist, so wollen wir auf gleiche Weise den Mittelpuiict der mit a paral- 
lelen Kräfte X, welcher nach a in die Centrallinie selbst fällt, den Central- 
punct des Systems nennen. v 

In Bezug auf die eben bestimmten Central -Punct, Linie nnd Ebene, 
haben nun die beiden Hauptaxen folgende merkwürdige Lage: 

b. 3) Die zwei Hauptaxen des Gleichgewichts, wenn solche anders 
möglich sind, und die Centrallinie des Systems, sind einer und derselben 
Ebene parallel. Die Puncte, in denen die zwei Hauptaxen die Centralebene 
schneiden, liegen mit dem Centralpuncte in einer Geraden, und diese Gerade 
ist normal auf der Resultante aller Kräfte, wenn diese, parallel mit ihren 
Richtungen, an einen und denselben Punct getragen werden. 

c. 1) Wird ein System von Kräften im Räume, das eine einzelne 
Kraft zur Resultante hat, um eine Axe gedreht, so wird es im Allgemeinen 
eben so, wie die bisher betrachteten Systeme, gleichwirkend mit zwei 
Kräften, die man mit unveränderter Intensität und Richtung auf zwei be- 
stimmte Puncte des Körpers wirkend setzen kann, und die nur in der 
anfänglichen Lage des Körpers nnd nach einer halben Umdrehung sich auf 
eine einzelne Kraft — auf die anfängliche Resultante — reduciren lassen, 

c. 2) Bei einem auf eine einzelne Kraft reducirbaren System im 
Räume sind die zwei Hauptaxen immer möglich. Es lassen sich nämlich 
zwei die Richtung dieser Kraft schneidende Axen angeben, von der Be- 
schaffenheit, dafs wenn der Körper um die eine oder die andere Axe ge- 
dreht wird, das System nicht aufhört, sich auf eine einzige, mit der anfäng- 
lichen Resultante der Lage und Intensität nach identische Kraft zu reduciren; 
dafs folglich, wenn der Körper, in dem Durchschnittspuncte der einen oder 
der andern Axe mit der Resultante befestigt wird, ein auch bei Drehung des 
Körpers um die bezügliche Axe fortdauerndes Gleichgewicht entsteht, und 
dafs somit diese beiden Durchschnitte als wahrhafte Mittelpuncte des Systems, 
obwohl jeder nur rücksichtlich der Drehung um eine bestimmte Axe, be- 
trachtet werden können. 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft.l. 2 
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zwei Hauptaxen haben übrigens eine solche Lage, dafs 1) ihre 
Projectionen auf eine die Resultante normal treffende Ebene, so wie 

2) ihre Projectionen auf die Centralebene sich" rechtwinklig schneiden; dafs 

3) eine mit den beiden Axen parallele Ebene zugleich der Centrallinie paral- 
lel ist, and dafs 4) die zwei Puncto, in denen die Centralebene von den 
Axen getroffen wird, mit dem Centralpuncte in einer Geraden liegen, welche 
5) mit der Resultante rechte Winkel bildet. 

d) Ein System Im Räume, welches auf ein Paar reducirbar ist, hat 
im Allgemeinen keine Hauptaxen. Sind aber dergleichen vorhanden, so sind 
sie es in unendlicher Zahl, indem dann Jede mit einer gewissen Richtung 
parallele Axe eine Hauptaxe abgiebt 

Zum Schlüsse noch folgende Bemerkung. Wird ein Körper, auf wei- 
chen Kräfte wirken, an einer unbeweglichen Axe befestigt, und soll er bei 
Drehung um die Axe fortwährend im Gleichgewicht sein ; wird aber nicht 
zugleich gefordert, dafs die Axe, wie eine Hauptaxe des Gleichgewichts, 
während der Drehung einen seiner Richtung und Intensität nach unverän- 
derlichen Druck erleide: so kann, wenn die Kräfte auf eine einzelne Kraft, 
oder auf swel nicht in einer Ebene liegende Kräfte reducirbar sind, die Axe 
jeder gegebenen Richtung parallel sein« Man projicire nämlich die Kräfte 
auf eine die gegebene Richtung rechtwinklig achneidende Ebene, und be- 
stimme von den projicirten Kräften den MUtelpunet (B. o.), so wird eine 
durch letztem mit der Richtung parallel gelegte Axe die verlangte Eigen- 
schaft besitzen« Eine Ausnahme hieven macht der Fall, wenn die Kräfte 
eine einzelne Kraft nur Resultante haben, die Axe mit der Resultante parallel 
sein 8oD, und wenn nicht von den, auf eine die Resultante rechtwinklig 
achneidende Ebene, projicirten Kräften der Angriffspunct einer jeden der 
MUtelpunet der jedesmal übrigen ist Wird aber letztere Bedingung erfüllt, 
so kann hinwiederum jede mit der Resultante parallele Gerade ra der in 
Rede stehenden Axe genommen werden. 
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2. 

Sur les döveloppement des coefficiens düförentiels 
d'une fonction au moyen des ces difförenees finies, 

et reciproquement 

(Par Hr. IL Lobati o, Docteur en soieaces i la Haye.) 



1. 

ifio representant par u one fonction queloonqae de In variable x, od aura 
d'apres le calcul am diffferences finies, et dans Phypothese Aj? = 1, les 
deax foranles genörales, 

O Ar ^«1 ^ +1 « 1 ****** t -J^'*** I * 

oü At.At.Ai....) c4.O2.c4...., dösignent des coefficiens constans dont lea 
valeors dependent aeolement de Pindice r. 

On galt dritten» qae les coefficiens de la premiere sirie s'aecordent 
avec oenx da diveloppement Pog(i-f*)] r » et ceax de la seconde sine avec 
les coefficiens da döveloppement (** — i) r ; analogie qui a doaa* liea au 
deax expressions saivantes dnes an cölebre Lagrange: 

£? = Pog(l+A*)]% 
A-fi « («*— l) 

jy* Jn y 

en observant de changer dans lenrs diyeloppement (A*)\ -g^ en A'tt et j-£- 

Quelques 616gantes quo soient ces denx dernieres formales , on ne 
peat les oonsidlrer cependant, qae comme an moyen d'äooncer soas une 
forme simplifiöe les deux s6ries (1.) et (2.) et elles ne paroissent nullement 
propres & faire connattre la döpendance des termes snccessifs dont la loi est 
(Paotant moins facile a saisir, qae ces termes proviennent da developpement 
d'ane sirie infinie 61evee a one paissance donnöe. 

On ponrrait donc desirer un procldö poar dtriver facilement les 
ans des antres les coefficiens namöriques de cbacane des series dont il 

2* 



12 & Lobatto, diffSrence$ finies et diffSrentieücs. 

s'agit, sans ötre obligö de recourir aux formules prolixes de l'analyse com* 
binatoire servanl an developpement d'on polynome. Un tel proc6d6 rem- 
plirait une lacune qui semble ezister füsqu'ici dans le calcul aux dffferences 
finies. En effel EuUr est le senl g£om6tre qai s'eo soit occup6; mais aes 
rechercbes ne concernent que les eoefficiens a^a^.... du developpement 
de A r ti*). 

2. 

La route que nous avons soivie pour y parvenir, nous a paru asses 
naturelle, et pourra peut Ätre s'appliquer avec succes a des foncüons d*un 
d'autre genre. 

Soit u n , ce que devient la fonction v, si Ton y cbange x eo x\n; 
le calcul aux differences finies fournit la serie connue 

Mais on a en möme temps, en vertu de la formule de Taylor, 

a - i - ** i n * d}u i w 1 d l u i 

Ces deux s6nes devant dtre identiques, on pourrait, en developpant la 
prämiere suivant les puissances de n, et la comparant ensnite a la seconde, 
en dödoire les relations qni existent entre les eoefficiens differentiels des 
divers ordres et les differences finies de la fonction v. Mais ce procede, 
employä jusqu'ici par les g6om£tres, exige näcessairement des calculs asses 
oompliquta, sans qu'il puisse conduire facilement ä decouvrir la loi que 
nous cherebons. C'est pour cela que nous allons proposer a cet effet la 
mäthode suivante. 

8. 

Däsignona par P m le coefficient de A m u dans la Serie (3.) et par 
Pm\ Pm* WS 6lc *9 ' es valeurs de ses eoefficiens differentiels successifs pris 
par rapporl & n, et en y supposant ensuite n = 0. 

Si Ton difterencie dans ce sens, la serie 

«„ = t*-{-J\Aif-f JP 2 A a ti+JP,A s «-f etc. 

il viendra , en observant qu'alors -^- = ^— > et <P* l** quantitös 
v, A%, A 7 u .... sont des fonetions de x seulement, 



# ) Voyei las Institut, eafe. diff. Pars post. Cap. III. 
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du 
dx 

d*u _ 

dx* ~ 
d l u _ 

dx 1 "~ 

etc. elc. 



PfPA 7 u + P?*A*ii+Pi*A*u + elc. 
l^A'ti + I^A^+etc. 



Et Ton pourra poser generalement l'eqnation 

5. ^ = ^A'ti + ^A^ii + ^A^ti+etc. 

Or, puisqae le coefücient gäneral P r indique une fonction rationnelle de n, 
da degre r, il resulte de la composition de cette fonction, qu'on anra tou- 
joars J* r) ==l, ee qai expliqae en möme temps pourquoi la formale pre- 
cedente ae peat contenlr des difförence d*nn ordre inftriear ao r ikm \ 

4. 
II s'agit maintenant de rechercher la dependance matuelle des coef- 
ficiens P£. A cet effet nous remarqaerons d'abord qne la natare de la 
fonction P m donne Iiea & la relation 

(n— m+i) p 

f m s=s -— *%i_i* 

d'oa Ton dädait per des diff&entiations snccessWes par rapport in.* 

</P* — J_ p i n— m+t rfP w -i 
rfn m , "- 1 'in rfw ' 

' P * « ^ ^P»- 1 1 "~ m + 1 * P ~* 

dn % m <tn • m dn* ' 

^P» __ 3 fP,,i | »— m+1 iTPm-i 
du* ai # <6i* ■ m " rfn* 

etc. etc. 

Faisons » = dans chacnne des relations prec6dentes. Cette hy- 
pothöse rtdoira P mmm% a coro, et Ton obtiendra, d'aprös la notation adoptee: 

6. ]«W+(«i-i)JPSl. = II*»,, 
f «JW + C«-!)«* - 8J»3„ 
d'oA Ton conclut göneralement l'öqnation: 

7. mF&+{m—t)P2»i = rJP2r;\ 
Si Ton feit attention qae i*'\ on dödaira de saite de la premiere des 6qna- 
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tions (6.), mPj^Ä + 1 ou bien P^=z + ^ selon qae m est pair ou impor, 
de »orte qae Ton pourra 6crire JP2 > = — ( — i) 1 *^ 1 . 

www 

An moyen de cett« deraiere valeur, t'equatioo (5.) fouroil iome- 
diatement le developpemeBt eonna 

^ » A«-*A 2 «-f-*A s «-*A 4 «-felc. 

5. 
Poor resoadre 1« »eeonde des eqaatioBS (6.), chaBgecas y wccessi- 
vement «1,60 »— 1, m— 3 etc.; bobs es tireroas las relatioB» safraales: 

«if^+Cti— 1)1», — M*L„ 
(«•-l)iw i+(ai «2)l^, - 2J*«_ t , 
(«-2)l»^ 1 +(m-3)J , W 4 *= 2F», 
etc. etc. 

d'oü l'on derive mos peiae par de* additiooa et des sooitractioiis 

oa bien, es vertu de Tequation l* 1 *« — (— •l) m ~S 

selon qae m est pair ou impair. 

Par un proc£de semblable od dödnira de 1* troisieme des öqaations (6.), 
la rflation 

selon qne m est pair ou impair. II est eise maintenant d'entrevoir qae 
i'äqaation (7.) conduira a la r&ation generale 

6. 
Cette derntöre rölation va noas foarnir od moyen assez simple poor 

dÄriver les eoefficiens da döveloppement de ~rp- de ceox qai se rapportent 

d r ~ m *u • 

au diveloppement pröcädent de . r „ i , En effet, il ne s'agira qae de 

prendre la somme de ces derniers eoefficiens jusqu'au terme A m ~ l n in- 
elusi vement, sans avoir ögard aux signes qai les affeetent; de mulüplier 
ensoite cette somme par l'indice r da coefficient differentiel, et de diviser 
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le produit par le nombre m indiqaant l'ordre de la difftrence fioJe Au, 
auquel chaqae coeffioient so nipporte. Ayant deternüni de cette maniere 
les divers coeffieiens, il fandra leur donner alternativement le eigne -f et 
— ft commencer da premier. Le caleal de lenrs valears nanräriqoes poorra 
s'6ffectaer d'ane maniere tres reguliere et assez expeditive, aiasi qa'en va 
le voir dans le type suivant qua noas joignons ici ponr faire mieox com-* 
preadre rapplication de la formale (8.) 

m = l 2 3 4 5 6 7 etc. 



Coeffieiens de 


du 
dx * 


1 * 


i 


i 


i 


* 


| etc. 


m , ^ 


— 


d x u 
dx 


1 

. . 1 


* 

1 


11 

¥ 


i 


197 
¥¥ 

T¥o 


W etc. 


- 


- 


d*u 
dx 9 


• • • 


1 

1 


2 

1 

1 


i 
1 


11 

T 

¥ 

17 

¥ 


^ etc. 
ff etc. 
? etc. 


- 


- 








1 


2 


17 

¥ 


\ etc. 


• * 


« 


d*u 

dx* ' 








1 
1 


3 
* 


¥ etc. 
* etc. 






d*u 


• • • 


• 


• 


• 


1 
1 


\ eto. 
3 eto. 



La premiire ligne horizontale contient la sörie des indices de Au; la se- 
conde, loa coeffieiens du dtyeloppement de ~; la troisteme, la somme de 

ces coeffieiens; la qnatrieme, lea prodails de chaque somme par la fraction — ; 
et aiasi de satte, conform6ment k la regle proscrite par l'öqnation (8.). 

7. 
Remarquoas eneore qae ftqaation (7.), abstraotion falte des eignes 
qai affectent les coeffieiens de chaqae däveloppement, poorra s'ecrire soos 
la forme soivante: 

mP? — (m-VPJZi+rPZ;? 

et indique par ooaseqaeat un moyen de dddaire an coefficient qaelconqae de 
ceiai qai le pr^cede immödiatement dans la rndme sfrie, et de celui qai 

eorrespond k ce dernier dans la sirte ponr * Jj « C'est aiasi par ex. 
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d*u 

que le coefficient de A 7 u dans -^—7 9 aorait pu dtre obtenu par la formule 

ce qui s'accorde avec le resultat donuö par le prämier procede. Cependant 
nous croyons devoir preferer celui-ci, comme donnant Heu ä des calculs 

• * * * . 

plus simples. 

A Taide des valeurs numöriques que nous venons de trouver, od 
aura par consequent les söries suivantes, pour le developpemenl des coeffi- 
ciens difförentiels des divers ordres, en fonctioDS de differences finies : 

jj c= At*-lA 2 ti + *A 3 ti— iA 4 w-}-±A 8 ti- i A 6 v + etc., 

jp = A 2 a — A 3 tf + HA 4 ii — *A 6 «-|-H£A 6 tf— etc., 

A*ti- fA 4 w-}-£A'if — gA 6 tt+etc, 

^ A 4 te-2A 6 ti-f £A 6 ti-etc, 

aar* ' 

0= A'ti- $A 6 if+etc, 

8. 
Ces formales sont sasceptibles d'une application utile, dans le calcul 
des interpolations. Etant donnes les n -f 1 lermes u .u l .v 2 . . . . n n d'une 
serie dont les differences n* mM sont constantes: on detnande Pexpression du 
terme genäral u x , d6veloppe snivant les poissanoes de x. Apres avoir evalue 
de ja maniere ordinaire les differences successives Aif . A 2 tr . A 3 if n . . . . A"w , 
le terme g6n6ral s'exprimera, comme Ton sait^ par la formale 

ti x = ii +a?Ati + ^^A 2 iro+etc. 

Soit a present 

u x = a-f ßx+yx*-\-äa?-\-6X*-\- etc.. 

il ne s agira que d'obtenir les valeurs des coefficiens a, ß, y, .*., en fonctions 
des differences finies. A cet effet le thöoreme de Maclavrin donne: 

en supposant a? = apres les difförentiatibns. Donc en appliquant la möme 
bypolhese ä nos formales pf6cedentes, eOes donnerons immediatemeni 
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a = Ho, 

ß = Auo-JA'tiu + iA 3 «,,- iA 4 Uü+ iA 6 f#u- etc., 
Y = +iA 2 i« ü ^iA 3 iir 4-H^ 4 Wü-AA 6 ti ü +etc M 

-<r = +iA , ti ü -iA 4 iio+Vv^«ü- elc M 

" ■■'• = ' ' " * 4-^A 4 « — x^A^tiü-f etc., 

etc. etc. 

II est aise de remarquer que dans chaeun de ces developpemens le 
«weflieient da terme A m tr s'obtient directement en divisant par l'indice m, 
la somme des coefficiens de la s6rie präcedente jnsqa'a celui qui affecte le 
terme A" 1 "" 1 !^ inclasivement; ainsi que cela resulte d'ailleurs de I'öqaalion (8.). 
Le developpetnent d'ane fonetion u x d'apres les paissances de x offrira 
le plus soavent plus de facilite dans le calcul d'interpolation , que celui dont 

le terrae gineral s'exprime par ^-fr— 1 *" •» <*-*+*> A w tf <M surtout lorsque 

1 • 6 • • • • 01 

les valeurs des coefficiens constans deviennent tres petites, et qn'on peul 
en ontre negliger les termes qn'ils affectent ponr des valeurs de x comprises 
efttre et 1. 

9. 
Occapons nous k präsent da probldme inverse, oü il s'agit d'exprimer 
la quanüte A r n, en fonetion des coefficiens diffirentiels. Nous suiyrons a cet 
effet ä peu pres la möme ronte. 

La sörie 

— i du x n f d*u , n* d*u , . 

donne, en y sapposant Aft = l, celle-ci: 

d'oft Ton derive saccessivement 

A'».~ iA '(rf)^i+ äljA'C)^ + ..c, 

et en general 

Si dans la serie precedente, on pose n = 0, ce qui change A r n n en A r w, 
et que Ton dösigne la valenr que prend alors Ar(n m ) par A r (0" a ), il en 

Crelle't Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 1. 3 
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resultera la nouvelle sirie 

qoi est la möme qae celle donnee par Je G6omötre anglais Mr. Brinkley, 
et dont on trouve une dömonstration dans le 3 mt volume de l'ouyrage de 
Mr. Lacroix (pag. 64). On vois comment eile döcoule immädiatement de la 
formale de Taylor. 

Le coefficient da premter terrae de cette serie sera toujours 6gal 
k l'anite, puisqu'on a, en verta de la throne des diiförences finies : 

A r n r «a 1.2...r. 
Quant aux valeurs des coefficiens saivans 9 noas les obtiendrons facilement 
en recherchant la dependance qai existe entre eax et les coefficiens de la 
s£rie relative a A^ 1 *. 

10. 

A cet effet soit n m = P m , donc l^esaP^ Prenant les diffe- 
rences finies de cette derniere equation, il viendra, en snpposant An = l> 

AP m = P^ + (i|l)AP^ 
A*P W = 2AP^ + (n+2)A 2 P m . M 
A'P W = 3AP J .. l + (»+3)A 3 P m . 1 

et en g6n6ral 

A'P m = rA^P m ^(n^r)A r P m ^, 

Appelons pW* la valeur de A r P m , dans Phypothöse de n = 0, nous trou- 

verons alors la relatiön tres simple 

d'oü Ton voit comment le coefficient de -5-3 "2^1 peut-Ätre däduit 

de celui qui le prlcede immädiatement , et de celui qai correspond a ce 
dernier dans le döveloppement de A 1 *" 1 «. 

Faisant r = 1, l'äquaUon (9.) deviendra, k cause de p^-i = 0, 

itf— Äi donc ^ 1) =M 1) = 1. 
Si Ton fait snccessivement r = 2, 3 etc., nous trouverons 

jpg»— 3(1 + jp&*) —»(1+2+8»+....»^) — »--«, 

/»2> = 3^+3/^ = 3^^ 
et Ton aura g6n£ralement 

serie qai ne devra Atre prolongäe que jasqu'au terme />£; ,) =1.2....r— 1, 
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puisquo celui -ci 6tant ind6penda.it de n, ne pourra plus admettre aucune 
difförence finie par rapport a cette variable. La derniere formule 6nonce 
par consequent un moyen d'obtenir chaque coefficient du developpement 
de A r u, ä l'aide de ceux qui le precedent dans le developpement de A*"" 1 «. 
Toatefois, ce mode de derivation exigeant des calculs qui deviennent plus 
prolixes a mesure que l'indice r augmente de valeur, nous croyons devoir 
preferer celui resultant de l'equation generale (9.), et qui revient a ajouter 
le coefficient precedent ä celui qui y correspond dans la s6rie relative a 
r— t, et a multiplier ensuite cette somme par tfndice r. Voici un type 
de calcul pour l'evaluation numörique de quelques uns de ces coefficiens, et 
base sur Pequation (9.) 

m = 123 4 5 6 etc. 

Coefficiens pour r = 



1 . . 


.111 


1 


1 


1 etc. 


2 . . 


.26 


14 


30 


62 etc. 


3 . . 


... 6 


36 


150 


540 etc. 


4 . . 




24 


240 


1560 etc. 


5 . • 


• • • • 


• 


120 


1800 etc. 


6 . . 








720 etc. 



Chaque coefficient devant 6tre divise par le produit 1.2.3....m, il en 
resultera les formales suivantes: 

*„_</« , 1 d*u , \ d'u | 1 d*u , 1 d*u , 1 d'u , 



A 1 « 



A'u 



A*u 



A*« 



d*u 

dx 



1 J_ 



d*u 
dx 



TT 



d*u 
dx 



T + 



7 d*u ■ 
iZ'dx* "t" 

2>« , 
3 rfx« T 

d'u 



dx* 



T 



1 d%u i 

4 'dx* t 

5 d'u , 
4 rf*» T 

S.ft + 



rfx" 



dir 



TT 



31 </•« , 
36Ö"*F+ etc -' 

3 d'u , , 
13 rf*u . . 



On peut aussi exprimer ia valear du coefficient general -s-s Pm\ di- 

rectement en fonction de p et nt. Pour cela remarquons qu'en vertu de 
requation 

A'ti = (ß-l)\ 

ce coefficient est le m6me que celui qui affecte (p m dans le döveloppe- 

3* 
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ment da binorae (•**— l) r , Or puisque le eoefficient de <p m dan* la sirle 4*, 

«•IM 

a pour valeur 75-5 -, il n'est pas difficile d'en conclure 

,£> = r --r(r-l)»-f I^=±(r-2)" ±1. 

Les series obteoaes ci-dessas poar les valears de -r- T et A r u sop- 

posenl tontes le» deux I'accroisseuent Ajf = 1. Hais si Ton avait Ax—k, 
ces series deviendroient evidemment les snivantes: 

^h r = A' « + 1*\ A' +l «+ 1*4, A' +J « -feie., 
La Haye, Fevtfer 1836. 
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3. 

Über Lamberts Theorem von der Quadratur para- 
bolischer Seetoren, und verwandte Satze. 

(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Greifswalde.) 



§. 1. 

JLiamberts merkwürdiges Theorem von der Quadratur parabolischer 
Sectorea (dessen erste Erfindung jedoch, wie 6 aufs in der Theoria mo- 
tu* corporum coelestium, jf. 119, nachgewiesen hat, eigentlich Enler ge- 
bohrt), von dem Olb ers in seiner Abhandlung Ober die leichteste und 
bequemste Methode, die Bahn eines Cometen aus einigen Beobachtungen 
su berechnen, die in den Händen eines jeden Astronomen ist, eine so schöne 
Anwendung bei der Berechnung der Cometenbahnen gemacht hat, scheint 
id der Astronomie bekannter zu sein, wie in der Geometrie, und ist, auf- 
fallend genug, noch in keins unserer Lehrbücher der Kegelschnitte oder der 
analytischen Geometrie Obergegangen. Es möchte daher nicht unzweckmfi&ig 
sein, dasselbe den Geometern hier wieder in's Gedächtnifs zurückzurufen. 
Es sind dein die folgenden Blitter bestimmt, welehe, aufser einer eigen- 
thflmlichen Demonstration des mehr erwähnten merkwürdigen Theorems, einen 
nicht minder merkwürdigen Satz über die Quadratur parabolischer Segmente 
und mehrere andere neue Ausdrücke enthalten werden. 

§. 2. 

Als Gleichung der Parabel legen wir die Gleichung 

y* = Aas 
cum Grande, Wo also 4a den vierfachen Parameter bezeichnet; denken uns 
die Vectoren (>> <?' zweier beliebigen Punkte P, P' der Parabel, deren 
Coordinaten wir durch a?, y und x\ / bezeichnen, und die Sehne PP 9 = a 
als gegeben, und suchen nun zunächst a, x, w f darch diese gegebenen 
Stücke auszudrücken. 

Da bekanntlich pss<i-f-4, p' = «-j-a^ ?'— p = ^— x f «od offenbar 

ist; so haben wir, wenn wir der Kürze wegen 
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setzen und ^x, ]/x' als positif oder negativ betrachten, je nachdem respective 
X) y' positiv oder negativ sind, die Gleichungen: 

Nimmt man nun zu diesen Gleichungen noch die Gleichung 

wo ]/(q — ö) und itf—a) als positiv oder negativ zu betrachten sind, je 
nachdem q, q' respective auf der Seite der positiven oder negativen Ordi- 
nalen liegen: so hat man zwischen a, x, x f drei Gleichungen, mittelst 
welcher sich diese Gröfson durch die gegebenen Gröfsen q, q', a ausdrflk- 
ken lassen müssen. 

Setzt man der Kürze wegen 

* 2 -(e -?)' = *> X~ 2 =:z; 
so ist a = ±sz, und folglich 

X=J(q'— \s*)— Ü9 — i*z)> 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit X dividirt: 

Macht man diese Gleichung rational, so ergiebt sich, nach leichter Rechnung : 

oV-2(e'+p)*+t==o, 

und, wenn man diese Gleichung auflöst: 



» » 

oder, wenn man im Zähler and Nenner mit 
multiplicirt : 

wo nun noch die Bestimmung der Vorzeichen nöthig ist. 

Dabei hat man zwei Fälle zu unterscheiden. Liegen nämlich zu- 
erst p, p f auf einer Seite der Axe, so haben i(e — a), yf(Q f —ä) gleiche 
Vorzeichen, und es ist folglich, weil 

X = |/(p'~a) — y(<> — a), 
X?=* <>'+ 9 - 2 [ö + vV- «fl • tt<t - *)] 
ist, offenbar in diesem Falle 

In obigen Formeln sind also die obern Zeichen zu nehmen. 
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Liegen dagegen f',? auf verschiedenen Seiten der Axe der Parabel, 
so sind i(Q — «)* i(d>—<*) mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen, 
und es ist .folglich 

je nachdem 

(p'— a) (q — ä) g a 2 , 

oder, wie man nach leichter Rechnung findet, je nachdem 



ist. Man mufs also in den oben für X 1 und X n gefundenen Ausdrücken 
die obern oder untern Zeichen nehmen, je nachdem 



ist Indefs lAfst sich dieses Criteriura auch noch auf einen andern Ausdruck 
bringen. Zieht man nfimlich in Fig. 1. (Taf. I.) durch den Focus F der 
Parabel die Sehne PP' und setzt FP=q, FP f =pV so ist 

F'P:FP = P'Q:PQ< 

also auch 

Q n : q 7 s=s y 2 : y* = 4a a?': 4ax = x's. x, 

oder 

q*:q* «=b (>' — a:? — a; 
woraus sich leicht 



ergtebt; welche Gleichung also Statt findet, wenn die beiden Vectoren q, q', 
vom Focus aus, entgegengesetzt, in einer geraden Linie liegen. Bewegt 
sich nun FP = q nach 1^1 hin, ohne FA zu überschreiten, so wird p klei- 
ner: bei der Bewegung nach der entgegengesetzten Seite hin, dagegen gröfser. 
Ist aber Q^<j>, so ist 

d. i. nach dem Vorhergehenden: 

(fr <r 

Bewegt sich also FP=sq nach FA, oder nach der entgegengesetzten Seite 
hin, ohne im ersten Falle FA zu Oberschreiten; so ist respective 

-rr-<.a und ;? > a» 
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Im ersten Falle ist der von p und p' nach der Sehe des Scheitels der Pa- 
rabel hin eingeschlossene Winkel <:180°, im «weiten dagegen ;> ißOP, 
und est ist folglich , wenn p, p r aaf entgegengesetzten Seiten der Axe der 
Parabel liegen, 

je nachdem der in Rede stehende Winkel < 180°, = 180", > 180° ist 
Liegen also p, p' auf verschiedenen Seiten der Axe der Parabel, so riufs 
man in den oben für X 2 und X n gefundenen AusdrOcken die obern oder 
unfern Zeichen nehmen, je nachdem der mehr erwähnte Winkel <C 180° 
oder > 180° ist. Ist dieser Winkel =180°, so ist p4-p = a, upd m*n 
kann folglich in diesem Falle beliebig die obern oder untern Zeichen nehmen» 
Passen wir nun dieses Alles nochmals zusammen, so ist 

mit der Bestimmung, dafs, wenn q, p' auf einer Seile der Axe der Pa- 
rabel liegen, jederzeit die obern Zeichen, wenn aber p, p' auf verschie- 
denen Seiten der Axe liegen, die obern oder untern Zeichen zu nehmen 
sind, je nachdem der von p, p', nach der Seite des Scheitels der Parabel 
hin, eingeschlossene Winkel < oder > 180° ist; wobei man aber die 
oben wegen der Zeichen von j/x und i/x' gegebene Bestimmung zugleich zu 
beachten hat. 

Da nach dem Obigen 

4a = $ z = -4*» 

«/* . 

ist; so ist, unter denselben Bedingungen wegen der Zeichen: 

Lassen wir nun im Folgenden, gröfserer Einfachheit und Bestimmtheit wegen, 
p' immer den Radius -vector bedeuten, welcher, mit Rücksicht auf deren 
Vorzeichen, der gröfsten Ordinate entspricht; so ist 

unter der Bedingung, dafs die Wurzelgröfsen auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens stets als positiv betrachtet werden, da im Gegentheil 
die oben wegen der Zeichen von ^x und |te t gegebenen Bestimmungen 



3. Grunert, üb. Lamberts Theorem v.d. Quadratur par ab. Sectoren u. verw.Sätze. 25 

auch hier ihre volle Gültigkeit behalten, so dafs Dämlich diese Wurzel- 
gröfsen als positiv oder negativ betrachtet werden, je nachdem die den 
Abscissen x und x' entsprechenden Vectoren q und q' auf der Seite der 
positiven oder auf der Seite der uegativen Ordinalen liegen. 

Ans den gefundenen Ausdrücken efgiebt sich ferner auf der Stelle: 

Alle diese Ausdrücke lassen sich aber auf verschiedene merkwür- 
dige Arten umgestalten, von denen wir nun die wichtigsten kennen ler- 
nen wollen. 

§. 3. 
Setzt man nämlich 

quadrirt nnd vergleicht die rationalen und irrationalen Theile auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens mit einander; so ergiebt sich 

J + f — f'+fc 4/i^ = (p f +r) 2 -o a ; 

also p — q = a, und folglich 

F= 2 * y 2 f 

also 

Durch Anwendung dieser Transformation ergiebt sich: 

21/*' = g f -g+ g 1 / g , +g+° + e , -g- q 1 /*+*-* ; 

' ü 1 2 <r r 2 

Ausdrücke, welehe wegen ihrer Symmetrie merkwürdig Bind. 
Für a erhalt man leicht aus §.2. 

Creile't Joarna) d. M. Bd. XVI. Hft. 1. 4 
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Multipltcirt man diese beiden Ausdrücke von 2^a mit einander, so 
ergiebt sich: 

4«<r - (p'~ ? + *)(?- g'-f a) ^ 9 t 9) ^ t 9 ~°\ ' 

\Y Y ! J\Y Y l / V(Q'+Q+0) + Y(Q'+1>- C) 

Berechnet man den Hfilfswinkel q> ans der Forme! 

so wird 

eine zur numerischen Berechnung von a aus p, p', a mittelst der Loga- 
rithmen sehr bequeme Formel. Man könnte auch den Hfilfswinkel y/ aus 
der Formel 

berechnen, und würde dann erhalten: 

4n<x = (p— ? + <*)((> -p4-a)tang a (45 ±±y/)^ 
Berechnet man nebst dem Winkel <p noch den Winkel <p* aus der 
Formel 



so wird 



^W = $zf*J* 



2^» = tf-Q—oJe'+Q+o , cos(y/+y) 
' a r 2 cos<jpcos<p f ' 

' c f 2 cos qo sin qp' ' 

Die Berechnung der beiden Hfilfswinkel <p und q> f führt also mittelst loga- 
rithmischer Rechnung sehr leicht zu den Werthen von a, x, x\ 

§. 4. 

Da p, p', a gegeben sind und folglich auch die drei Winkel des von 
diesen Seiten eingeschlossenen Dreiecks als gegeben betrachtet werden 
können; so wollen wir diese Winkel, so wie sie den obigen Seiten ge- 
genüberstehen, respective durch V, V, S bezeichnen und dieselben nun 
in die Ausdrücke von x, a?, a einfahren, indem wir zugleich bemerken, 

dafs 9 weil 

F+F'+ fif = 1S0P 

ist, wie leicht bewiesen werden kann, 

sinF-f sinF'-f sinS = 4cos*FcosiF'cos±S, 

sinF-j-sinF'-sinS = 4sin*FsiniF'cos*S 
ist. 
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Aus §. 2. hat man auch leicht 



folglich 



f/— g . 



3> / x _ -2Q±V[(gf-re)*-o [ 



V ~ V{g'+g+»'[(g'+g) , -* r |} * 
Aber nach bekannten trigonometrischen Sätzen ist 

5 (g'g)» cos i S = V[((»'+ P + a) («/+ o - a)] = tf(o'+ <,)> - a*] ; 

folglich 

,/* — ^g±(f r g)* C08 *^ 

V "" •Cg'+gHF2(g'g)*cosi5] ' 

? y[?'+g+2(g r g)*co8iS » 

und eben so, well 

ist ! 

y ~~ V[(f+Q+H(!>Q)*co*\S] * 
Setzt man 

2 W C08 * 5 - sin0; 

so erhält man die merkwürdigen Formeln: 

2(e'+e)».ite = 2~*((»'-(»)sec(45 o ±i0)-2»(g'+(»)8in(45 o q:*0), 
»(g'+f) 1 -^ — 2" l (g'-g)8ec(45°±i0) + 2»(p'4-( > )8in(45 o T*0), 
2(p'+o)*.ya = 2»((/p)*sin±Ssec(45°±i0), 

(g'+g^-O^W*) = 2»(p'+(.)sin(45°Ti0), 
(g'+g)*.(^'+^) = 2-»(p'+p)sec(45°±i0). 
Will man a aus q, q', 8 berechnen, so hat man 

o* s= Q n +Q 2 — 2p'pcosS, 
und folglich, wie sich leicht findet: 

ff = (p'-|- g) cos 0. 

§. 5. 
Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt nun auch: 



fx_ — g*+ tficotjS 



g ~~ •[g'+g+2(g , g)* cos*?]' 

4* 
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/£ tfi^cosjS 

Iqs? cft+g*co6j5 

Vo'x ~ ei±(flco8iS' t 

(g*')* + (?**)* ^»—^±008*«' 

also 

-<■(«««*♦*) - fö-^', 

d. i. , in Besag auf die obern Zeichen : 

und in Bezug auf die untern: 

wobei su bemerken, dafs immer x = (» — a, s?=q' — « ist. 
Man findet auch leicht 

cosiö_± ( ^ )Wjc/+yx) , im * — (^•jt'+y*)' 

$. 6. 
Ferner folgt leicht aus §.3. 

(|J .« /(sin F' -f sin Ff sin 5 ) ± •(sin F' -f- sin F— sin 6) 
W sin i » ' y (sln F f _|_ 8ill r+sin5)i •(sin F'-f sin V— an S) 

i. i., wie leicht erhellen wird: 

, . -, © l+^(tang$Ftang4F») 
«o = qq' sin* * »y • w >/i , Vt * \v.\ -, 
** * l4.y(lang|FtangiF') ' 

oder, wenn man 

V'(lang|Ftang±F') = tango» 

setzt : 

aa = pp'sin*£jStang(45 u -|-co). 

Aus den Formeln für 2yx und 2jte' in $.3. ergiebt sich auch leicht: 



aa 



2>'a? 



g'—g— g Jg'+g-fo g- y-g+ff Jg'+p— « 



o r 2 ^ <f r 2 
g— e+° J1+9+* j_ 4— q-*Jq'tc 



— ff 
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t. i., nach gehöriger Enlwickelang: 

2^ Ä «f'-fr+H-W+P-«) 



2^x' 






oder, wenn man wieder den Wink £ einfahrt: 



v _ e -^yÜtJ±£ W - f+ ^yÖ|=I 



^a?' 



*gV— gcos^S) 



„/-o+.j/sili-'w-,-,,, yfi^=f 



Seist man der Kürze wegen 

g(g - e'cos J i«> = A, <>V— (»CO» 1 *«) = -4'; 
so erhftll man ans diesen and den Formeln in $.3., durch Maltiplication : 



ax 






Hieraus erhält man ohne Schwierigkeit: 

, (tang|r)*+(tan g ir')* _ r > _ r (tangir')*qF(tangjr)* 

(ttng4F)4±(t«ngi F')* (tangiF')+±(tanglF)* 

Berechnet man nnn den Hfilfswinkel f aas der Formel: 

so wird 

Auch ergiebt sich aas dem Obigen, mittelst des Hülfswlnkels £: 

aa -^ gin ^ cos(|±iV| 

§. 7. 
Es wflrden sich aas dem Vorhergehenden noch verschiedene an- 
dere merkwürdige Folgerungen ableiten lassen. Wir wollen jedoch hier 
nur den folgenden Satz, welcher einige Aufmerksamkeit zu verdienen 
scheint, beweisen. Seien P, P', P" drei Puncte der Parabel, die wir, der 
Einfachheit wegen, jetzt auf einer Seite der Axe liegend annehmen wollen. 
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Die entsprechenden Vectoren und Abscissen seien Q> Q r , p" und w, x\ x". 
Die Sehnen PF, P'P", PP f seien a, &, a". Die Winkel PFP, PFP', 
PFP f , wenn F immer den Focus bezeichnet, seien 8, &', 8", wo also 
S" = 8+SF ist. Nach §.3. ist, unler der Voraussetzung, dafs P, P, P' 
auf einer Seite der Axe liegen: 

^w*' - /oft* -/£±f=-«\ 

folglich, wenn man addirt: 

i/£Ü±f±£ü _ Je"*?-*" 

Aber nach §. 3. ist 

y 2 y 2 275 ♦ 

V 2 f 2 275 ♦ 

j <r+Q+o" J q"+q-<>" _ ir[tf , ~g+o*)(e-^+g ,> )i . 

r 2 r 2 — 27ir ♦ 

folglich ist 

oder 

siniS.y((.p') + 8iniS'.^'p") = sin *£".,/(<><,"), 

woraus, weil Ä" = iS^-f- Ä' ist, auch die Relation 

sinjS' •(gg , >— VW).cosjS' 

sin+S VW')— »W)cos45 

folgt. 

Bezeichnen wir die Flächenräume der Dreiecke PFP, PFP', PFP' 

durch A, A', A"; so ist 

2 A = (> (.' sin S, 2 A' = ?y ' sin tf, 2 A" = q q" sin Ä "; 
also 



und folglich 

|/(A tang ^ Ä) + ^( A' tang * S') = V( A" lang ± S"). 
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Bezeichnen wir ferner in Fig. 2. die Dreiecke PFP\ P*FP", P"FP'"> 
P'»FP iy durch A, A', A", A"' und die in der Figur eben so bezeichneten 
Winkel durch S, S' , S", S'"j dagegen die Dreiecke PFP", PFP'", 
PFP %y durch D, D\ D n und die in der Figur eben so bezeichneten Win- 
kel an der gemeinschaftlichen Spitze F durch 2, 2', 2"; so ist, wie wir 
so eben bewiesen haben: 

l/(D\mg\2) = }/(AtangiS)+y(A'tang*S'), 
^(/ytangi^) = Y(Dimgi2)+J(A"tan S iS"), 

tfZy'tangiJS") = y(jP f tangi^)+M' / 'tangiÄ'"); 
folglich 

l/(D"langi2») 

= i/(AtangiS)+>/(A'tang^ 

und es erhellet hieraus zugleich, wie sich dies allgemeiner machen Ififst. 

§. 8. 
Ohne weitere Folgerungen aus dem Vorhergehenden zu ziehen, ge- 
hen wir nun zu der Quadratur parabolischer Räume Aber und wollen zu- 
erst die Quadratur eines von den Vectoren q, ?' und dem zwischen beiden 
Vectoren enthaltenen Bogen der Parabel eingeschlossenen Sectors ver- 
suchen, welches die in $.1. erwähnte Aufgabe ist, die Lambert in sei- 
nen „Beiträgen zum Gebrauche der Mathematik, ThL IIL S. 257 ," und 
schon früher in der Schrift: Insigniores orbitae cometarum proprietales, 
Aug. Vindelic. 1761. §.83." auf eine so elegante Weise aufgelöset hat. 
Wir werden aber hier auf einem eigentümlichen Wege zu demselben Re- 
sultate gelangen, indem wir die Area des in Rede stehenden Sectors von 
nun an immer durch 2 bezeichnen. 

Der Flächeninhalt eines zwischen den Coordinaten x, y enthaltenen 
Parabelsegments ist bekanntlich = $xy = £x}/(ax). In Bezug auf Fig. 3. 

ist also 

APQ = ixrtax), AFPQ= + (x-aMax); 
folglich 

AFP=APQ± FPQ = (fl+iar))/(aa?). 
Betrachten wir nun }fx immer als positiv, so ist in dem in Fig. 4. 
dargestellten Falle: 

2= (a+lx'Wax^-ia+ixMax) 

= ay(ax')-ftax)l + llxy(ax')-xKcx)l 
und in dem in Fig. 5. dargestellten Falle: 
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2 = (a + lz'W(ax')-\-(a+ix)ftax) 

= «[y(«^)+/(«*)]+*[^y(«^)+*A«*)i 

Betrachten wir aber in dem zweiten Falle , wie es nach der in §. 2. 
gegebenen Bestimmung nothwendig ist, ]/x als negativ; so ist allgemein 

2 = a[^ax') — y(atf)] + H*y(«^) — *•(**)!• 
Aber 

x'^ax^-x^ax) = ik'+^+[^+yory}[y(a^)-y(fl^)]; 
wie durch leichte Rechnung bewiesen werden kann. Folglich 

oder, wenn wir wieder 

,/*'- y* = AT, jto'-f y* = *' 

setzen : 

Folglich, wenn man die in §.2. und §.4. für 4a, X, X' gefundenen Aus- 
drücke einführt : 

oder, wenn man im Zähler und im Nenner mit 
multiplicir t : 

also nach der aus $.3. bekannten Zerlegung der Wurzelgröfsen, auf der 
rechten Seite: 

ff. = .[yö|±j ± yäj=<g + y + ,)[^ia|±i ± yfij=«j, 

woraus, nach einigen leichten Verwandlungen, 

folgt; welches der gewöhnlich nach Lambert benannte, übetaus merk- 
würdige Ausdruck für die Area eines parabolischen Sectors durch die Vec- 
toren (f, q' und die entsprechende Chorde a ist 

Auch ist 

und folglich, wenn man Zähler und Neuner des Bruchs in den Klammern 
mit der Wurzelgröfse im Zähler multiplicirt: 
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oder, wenn man den Winkel £ einfahrt: 

welcher Ausdruck ebenfalls von Lambert gefunden und in den Beiträ- 
gen Tbl. IIL S. 258 mitgetheilt ist. 
Selten wir, wie in §.4., 

so wird 

7I = (P f +e)*(l±*sin 0)^(1 Tsinö) 

= (e r +e) i (i±sini0cosi0)(cosi0qFsini©) 
= ((>' + (0* (cos 3 * + sin 3 1 0) , 
welcher Ausdruck ebenfalls, seiner Eleganz wegen, bemerkenswert!) und 
zuerst von Delambre im Traitd d' Astronomie. T. HL p. 229 gegeben 
worden ist. Einen ähnlichen von Burckhardt gegebenen Ausdruck s. m. 
in der „Monatlichen Correspondenz. T. IV. 209." 
Setzt man 

und führt nun die Winkel V, V, S ein, so erhalt man: 

§. 9. 
Nun wollen wir auch den Flächeninhalt des von der Sehne PP'ss=o 
abgeschnittenen Segments der Parabel, indem wir denselben durch JS 9 be- 
zeichnen, zu bestimmen suchen. Der Flächeninhalt des Dreiecks PFP 9 
sei = A. Um zuerst den letztern zu bestimmen, haben wir, wenn wir für 
jetzt jfc immer als positiv betrachten, in Fig. 6. 
A = PQP'Q'±PFQ-PFQ' 

= (#' — x) {j(a x') + j(a xj) -f (x — o) ^(a x) — (*' — a) fta x') 
— x f j(a x) — xj(ax')-\-a (^(a x 9 ) — /(a #)). 
In Fig. 7. ist 

A = P'FQ + PFQ-PQP' 

= (a — a?) (|/(n a/) -f >/(a #)) — (a/~ a:) y(a#) 
= — xy^-x^axtl + atfia^+ftax)). 

Crtllrt Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 1. 5 
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In Fig. 8. hat man 

A = P'FQ+PFQ'-PQ'P' 

= (x'—a) üia x 1 ) -f- i(a x)) — (xf— x) i(a x') 

= x' }'(ax) -f x i(a x') — a (^(a x') -f Hfl *)). 
Nimmt man nun aber, wie es nach dem Obigen geschehen mufs, in den 
beiden letzten Fällen y'x negativ, so fiberzeugt man sich leicht, dafs 
überhaupt 

A = ±{x'yXax) — x^ax')-\-a^{ax') — y(aa?))} 
zu setzen und das untere Zeichen zu nehmen ist, wenn der von den bei- 
den Vectoren nach der Seite des Scheitels der Parabel bin eingeschlossene 
Winkel >180° ist. 

Es ist aber, wie man sich leicht überzeugt: 

x'i(ax)—xi(ax') = *{-*'— *-t-(i*>+ixf}ti(*4) — i(ß*y). 

Also 

A = ± | a\ {2a - a?'— x -f (yV-f jte) 5 } (ix'- jx) , 

und wir haben folglich die beiden sehr symmetrischen und in ihrer Ge- 
staltung übereinstimmenden Formeln: 

6 2 = a» {6 a + x' + x -f (yV+ ix) 2 } (yV— ya?) , 
2 A = ± a 5 {2 a - a?'— a? -f- (yV-j- y^) 2 } (yV— j/ar) , 
oder, in der oben eingeführten Bezeichnung: 

62 = a»[6a +x'+x + Z' 2 ] X, 2 A = ± a» [2a - *'- x + Z"] AT. 
Für den Inhalt des Segments der Parabel hat man offenbar die 

Gleichung 

2' = 2+ A, 

d. i. , nach vorstehenden Formeln : 

3 2' = a* [2 (a?'+ a?) - X 2 ] Z, 

oder 

3^ == a*[2 (?'+?)- 4a -Z' 2 ]X, 

und, wenn man nun die in §. 2. und §. 3. für 4 o, Z' 2 , Z gefundenen Aus- 
drücke einführt: 

7a~— Ti^+TWIFFeF^T 

= 2 (e'-j- tfr>'+ P + )/[(<>'+ p)'-*']} - ff yV+ 9 ± yfte'-f o)'- a>]} 



= { 3^+rt-o}j/£±|±£qF{2(^+9) + ^^ 



— a 
2 



» — 
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Es ist aber auch 

-{p'+p+^[(p'+<>+^'+?-^)]}!}/ £ ^t|/^f^!, 

d. i. nach §. 3. 

V(24 aZ') = flfo'-f + *)(<>-(/+ <r)J • y[(p' - e + o)«» - ?'+ o)] ; 
also 

, __ •[((/- g+g)((>-e'+c)]* 

welches ein ebenfalls sehr eleganter Ausdruck ist, der zugleich eine merk- 
würdige Analogie mit dem im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Aus- 
druck der Area eines parabolischen Sectors darbietet. 
Bekanntlich ist 

[(</_<, + <,X9-Q'+o)]i = 2((/(0»sini& 
Folglich 

3l ' 

wodurch der Flächeninhalt eines parabolischen Segments auf eine ebenfalls 
sehr einfache Weise durch die Vectoren p, (>' und den eingeschlossenen 
Winkel & ausgedrückt wird. Es ist aber auch 

6 Aa » 

und folglich, wenn man den in §. 3. für 4a gefundenen Ausdruck einführt: 

worin « nicht mehr enthalten ist. 
Auch ist 

±m'+<f + <*)(Q + o-Q'X(?'+o-Q)(9 , + 9-<')] 
Aber 

5* 
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Also 

und folglich 

Aach ist 

and folglich 

62'±2fa$mS = SC^Cp'+^siniS, 

3-2^ = (p'-|- <>)* {<>'+ ^ + 2(p »* cos i Ä} sin }£, 

oder, wenn wir wieder 

2(^)*cos45 _ . fl 
. i s=: 8111(7 

3S 1 = 2 ((>'(»)»((»'+ ? )8iniÄ8in l (45°+ i©), 
welcher Ausdruck ebenfalls zur Berechnung des Flächeninhalts eines pa- 
rabolischen Segments sehr bequem ist 

Auch ist 

A (p'g)* cosjS 

Aber nach §.4. 

«» (g'g)* 

sin ±5 ~" ^ r +e+2(p'p)*co8|5] 
Also 

A a*cot|5 otcotjS 

d. i. 

qtcotjS 

32' — _/<»'+e+* i JV+*-« 



y^+y- 



Aber nach $. 3. 

Jt+9+9 T Jtr+9—9 ^ W-p-f *)(?-<>'+«)] . 

r 2 + r 5 a/« 

folglich 

A 6qcot|S 3oco4S 

«2» — •[(e'~ e +«)(f-e'+<;)] "* W»*" ' 

oder auch, weil 
ist: 

Aebnliche Relationen würden sich leicht noch mehrere finden las- 
sen. Indefs mögen hier die obigen Andeutungen genügen. 
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§. 10. 
Sei Jetxt in Fig. 3. der Winkel AFP=S t der Sector AFP =2, 
die Sehne AP = <r, das von dieser Sehne abgeschnittene Segment der 
Parabel =2', AF=a, FP=q; so ist nach §.5., wenn man fAr die 
dortigen x, ff, 9' respeetive 0, a, q setzt: 

cos*S = l/-, d. i. coal AFP = j/-^"' 

Also ist nach §. 8. 

Eben so leicht findet man, da 

ist, aus §. 9«: 

Bezeichnen wir das Dreieck -4/PP durch A, so ist 

A = 2— 2' = <i)/[a(<> — «)]. 
Für die Sehne a hat man die Gleichung 

Aber 

cos« = cos 2 1&- ein 2 IS = iS=±. 

Also 

^ = y[(p-«)(P + 3a)]. 

Für den Sector PFP 9 der Parabel hat man nun auch nach dem hier 
für 2 gefundenen Ausdruck die Formel 

PFP' = iaW+2a)^-«) + (c ? +2«)y(p-ii)L 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmeu ist, je nachdem die Vec- 
toren p, (/ auf einer oder verschiedenen Seiten der Axe der Parabel 
liegen. 

$. 11. 
Setzt man in Fig. 6., 7. und 8. den Winkel AFP = v und bezeichnet 
den von PF—q, PF=q' eingeschlossenen Winkel durch £2, so dafs un- 
ter diesem Winkel, in dem Falle, wenn q und q' auf verschiedenen Seiten 
der Axe liegen, immer der nach der Seite des Scheitels A hin liegende, 

von ff und p r eingeschlossene Winkel verstanden wird; so ist 

2a a 

a?== a — ocosv = p — a, o s= j-p- — = — r-— , 
v r r i+cost> cos'Jt* ' 

und ganz eben so 
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9 2o a 

9 i+cos{Si±v) cos* i(Sl±v)' 

wo man das untere Zeichen zu nehmen hat, wenn q und t> auf verschie- 
denen Seiten der Axe liegen. Also 

Q—a =atang 2 ±0, (>'— a— ntang 2 £(i2 + t>); 

p-f2a = a[3-f tang^r], </+2a = a[3-f tang 2 ±0ß±*)]- 
Folglich, nach gehöriger Substitution, nach §. 10. der Sector 

PFP' = ^[tangi^l^ + tangir + itangH^l^ + itang^t?], 
und für v= der Sector 

AFP' == attang^ß-f-ltang 3 ^]: 
eine Formel, die bekanntlich bei der Berechnung der Cometenbahnen von 
grofser Wichtigkeit ist 

§. 12. 
Bezeichnet man den von den Vectoren FP = q, FP' = q' auf der 

Parabel abgeschnittenen Bogen durch P, so findet man durch Integration 

Da man nun nach dem Obigen a, x } x' durch q, q } a auf mannigfaltige Art 
ausdrücken kann; so kann man auch den Bogen P aus den Vectoren q, p' 
seiner Endpuncte und aus seiner Chorde o berechnen. Führt man den Win- 
kel £ ein, so ergiebt sich: 

/[p'+e+W^osiS] 

1-«iügn ^ ft Q >+ Q + 2(tfQ)co$tS]±Q'ico8iS— Q* 

eine Formel, die sich verschiedentlich umgestalten lassen würde, wobei wir 
jedoch jetzt nicht länger verweilen. 

Für a: = 0, also Q = a, wird 

So wie Lambert seinen Satz auch auf die Ellipse und Hyperbel aus- 
gedehnt hat, worüber man z. B. die Theoria motus corporuw coelesüum, 
p. 120 und p. 123, nachsehen kann: so würden sich überhaupt auch über die 
beiden andern Kegelschnitte den obigen analoge Betrachtungen anstellen las- 
sen, worauf wir vielleicht bei einer andern Gelegenheit zurückkommen werden. 

Brandenburg, 1833. 
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4. 

Rapport sur un Memoire de Mr. Liouville, concernant 

une question nouvelle d' Analyse. 

Commissaires Mr. Lacrois et Poisson* 

Suivi d'une Note de Mr. Liouville. 



iiorsqu'un corps de forme quelconque, Homogene ou heterogene, est sou- 
mis ä une temperature exterieure qui ne varie pas avec le temps, mais 
qui varie d'un point a un autre de sa surface, il parvient toujours, au 
bout d'un temps plus ou moins long, a un etat permanent dans lequel Ia 
temperature de chacun de ses points est censee invariable. Pour determi- 
ner cette temperature finale, il faul satisfaire a une equation relative ä la 
surface du corps, qui depend de sa forme, du pouvoir rayonnant de cette 
surface, et de la temperature exterieure. Dans tous les cas, en petit 
nombre, oü Ton est parvenu jusqu'ä präsent ä resoudre cette question, 
on a suppose le rayonnement egal en tous les points de la surface, ou 
du moins, quand il s'est agi d'un parallelepipede rectangle, en tous les 
points de cbacun des six plans qui le terminent. Les probl&nes dont 
Mr. Liouville s'est occupe, dans son nouveau Memoire, se rapportent au 
cas ou la nature de la surface et l'intensilö du rayonnement varient d'un 
point ä un autre; mais ils sont relatifs ä un plan compris indefiniment 
entre deux droites paralleles, ou bien ä une surface cylindrique a base 
circulaire qui se prolonge egalement ä l'infini; en sorte qu'ils ne sont point 
applicables a des corps naturels, limites en tous sens. Aussi l'auteur ne 
präsente son travail que comme un Memoire d'analyse pure; et il n'in- 
dique les probldmes que nous venons d'enoncer, que pour faire connaitre 
l'origine de ce genre de recherches, et comment il a ete conduit ä s'en 
occuper. Mais s'il est vrai que l'analyse mathematique, et particulierement 
l'analyse infinitesimale, soit indispensable pour la Solution de la plupart des 
questions deMecanique, d' Astronomie et de Pbysique, on doit encore accueillir 
et encourager les travaux qui ont pour objet de perfectionner ce puissant instru- 
ment de l'esprit humain, lors möme qu'ils n'ont pas d'applications immediates. 
Consideres sous ce rapport, les Problämes que Mr. Liouville s'est 
proposäs, consistent ä determiner les coefficients d'une serie infinie de si- 
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nus ou de Cosinus des multiples d'un angle variable, d'apres une 6quation 
linöaire, contenant deux fontions donnees de cette variable, dont l'une, 
dans le cas de la chaleur, exprimerait le pouvoir rayonnant, et l'autre la 
temperature exterieure. Quand la premiere de ces deux fonctions se re- 
duit ä une constante, le probleme se resout sans difficulle; mais il n'en 
est plus de m6me, dans le cas oü cette quantite varie suivant une loi 
quelconque. L'auteur fait voir qu'alors la valeur de chaque coefficient, en 
fonction du notnbre qui marque son rang dans la serie, dopend de deux 
quantitos döterminäes par des äquations differentielles dont il donne les 
integrales. II parvient a ce räsultat par une combinaison tres adroite du 
procedö de l'integration par parties et des formules connues pour la re- 
duction des fonctions en serics de qu an Utes p&riodiques. Mais, apres que 
les constantes arbitraires introduites par Integration, ont 6te determinees, 
les formules obtenues par Mr. Liouville, conticnnent encore d'autres con- 
stantes dont il reste k trouver les valeurs, Generalement, le nombre de 
ces constantes est infini; et, pour les determiner, il faudrait r&oudre le 
sysldme d'une infinite d'äqualions lineaires, problgme qui s'est dijä presentö 
dans d'autres cas, mais dont l'auteur ne s'est point occupe dans celui-ci. 
II se contente d'observer que, dans un cas tres etendu, les constantes qu'il 
s'agit de determiner sont en nombre fini; il montre comment on formera 
alors un nombre 6gal d'equations lineaires qui pourront toujours se resoudre 
par les regles ordinaires, et de cette mani&re il parvient, dans ce cas, a une 
Solution complete du probleme qu'il s'est proposä. 

Le Memoire que l'Academie a renvoye ä notre examen ne pourra 
manquer d'ajouter encore a l'opinion avantageuse que les Geometres se 
sont formee du talent de l'auteur et de Petendue de ses connaissances en 
analyse. II est bon d'ailleurs d'appeler leur attention sur la question difficile et 
interressante que Mr. Liouville a traitee, et qui sera susceptible d'une grande 
extension. Nous vous proposons donc d'approuver son nouveau Memoire, 
et d'ordonner qu'il soit imprime dans le recueii des savants ätrangera, 

Sigtae ä la minute; Lacroix et Poisson Bapporteur. 

L'Academie adopte les conclusions de ce Rapport. 

Cerlifie conforme 

r ariS, Janvier looö. Le secritaire perpetuel pour les »ciences Math6matiqae* 

pour Mr. Arago absent 
Flourens* 
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Note ajoutee au rapport precedent par Mr. Liouville. 



I. 

MJe rapporl de Mr. Poisson fait clairement connaitre l'origine et la natura 
des Problömes dont je me suis occupe dans mon Memoire sur une question 
fanalyse aux differences partielles; mais il ne sera pas in utile de transcrire 
ici les formules qui servent a resondre an de ces problömes. 

Designons par m un nombre impair quelconque et par A l% A 3 , 
A s , .... A m> .... des coefficieris constants inconnus. Faisons: 

A x oos x\ A z cos 3x\- A 6 cos 5a {- etc. = 2A m cosmx 
et 

AiCosx-{-3AiC083x-\-bAiCOsbx-\- elc. = 2>A m . cos mx. 

Soient de plus f(x), t\x)^ deux fonctions de x donnees pour toutes les 
yaleurs de x coraprises entre les limites x — O^x — -^-: on admet que 
les fonctions f{x), F(x) ne deviennent jamais infinies entre ces limites et 
qu'en outre la seconde satisfait a la condition parliculiere jF(-^-) = 0. 
Cela pos6 9 on demande la valeur de A m qui satisfait ä Täquation 
(J.) 2A m .mcosmx-\-f{x)2A m .cosmx = F(x\ 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites <r = 0, o?s=— • 

£n employant deux methodes differentes que Ton trouvera däveloppees 
dans mon Memoire, je me suis assure que la valeur de A m} qui satisfait & 
requation (-4.)* est la suivante: 

2. 

A m = — J 2 d/i(P cos m(i-\-Q sin mfi)i 

P et Q ötant deux fonctions de ,u fournies par les deux equation diffe- 
rentielles 

(B.') / dp * ' K ^ J v "' nJo cos* fi— cos*a * 

% - Qf M » 0, 

auxquelles il faut joindre les deux conditions definies P=0 pour /i = -^, 

= pour ^ = 0, qui servent a determiner les constantes arbitraires in- 
troduites par Hntegration. A peine est - il necessaire d'ajouter que Q a re- 
presente ce que devient Q l'orsqu'on y change fi en a. 
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IL 

Les equations: 



dQ 



i p f(ß) ^ F(u) _ ± Z** Q [f(n)-f(«)]cosfi sinada 
i i\t~i \, / n j cos'/t»— cos'a ' 



conduiront ö la Solution complete du probletne que nous traitons, toutes les 

fois que la fraclion 

2 cos p sin g [ f(p) — f(q)] 

w cos f a — cos'a 

pourra ötre ramenee ä la forme 

quelles que soient d'ailleurs les fonclions PiCk)? /J,(a), ata Eo effet, dans 
cette hypothese, si l'on pose 



n 



f 9 *Q a I7 1 (a)da = C„ J' 7 Q a n 2 (a)da^= C 2 , . . . .f T Q a II n ( tt )da = C nt 



on aura: 



£ -MW = a 

Ces deux equations differentielles du second ordre s'intägrent ais&nent; car 

f(ji)dfi =z 6, designant 

une nouvelle variable independante que Ton substiiuera ä la variable p, \\ 
viendra 

equations lineaires faciles ä tr&iter, puisque les coSfficients des quantitös 
P, Q et de leurs döriväes sont constants. L'intägration effectuee, on d6- 
lermiuera d'abord les deux constantes arbitraires que cette Integration in- 

troduit, en faisant usage des conditions definies P=0 pour M=o"i 0=0 

pour fi = 0. Ensuite on cbassera C t , C 2 , C 3 , .... <?„ en ayant egard 
aux n egalites 

f 1 Q.ITi(<*)da=C t , f 2 Q u n 2 (a)da^C u .... / a ft, IT, («) Ja = C„, 



4. Note ajouUe au rupport precedent par Mr. Liouville. 43 

et qaand on aura termine ces calculs d'elimination, les valeurs de P et Q 
en general ne renfermeront plus rien d'indätermine. 

Si pourtant les equations de condition que je viens d'ecrire rentraient 
les unes dans les autres, quelqaes unes des constantes C M C 2 , .... C n 
resteraieut indeterminees dans les valeurs de P et Q et par suite dans la 
valeur de A m . Sans doute une teile circonstance oe se presente jaraais dans 
la Theorie de la chaleur, c'est lorsque la fonction f(x), qui exprime dans 
cette theorie le rapport da pouvoir rayonnant a la cbaleur specifique, est nne 
fonction positive; mais lorsque Ton regarde la fonction f(x) comme susceptible 
de prendre des valeurs negatives, le problöme qui consiste a trouver la va- 
leur de A m satisfaisant ä I'equation (<4.)> pent tres bien devenir indetermine. 
Et par exemple, si Ton pose f(x) == — 3, F{x) = 0, I'equation (J.) 

prendra la forme 

2A m . mcosmx — 32A m cosmx — 0; 

et il est clair qiTon y satisfera en egalant a zero les coefficients A t , A$, 

At, . ... A M , . ... et ä une constante quelconque le coefficient A 3 . 

En continuant ä regarder la valeur de f(x) comme susceptible de 

prendre une valeur negative, il pourra aussi arriver que nos equations de 

condition soient iacompatibles; et alors il n'exislera aucune valeur de A m 

satisfaisant ä I'equation (J.). On aura un exemple simple du cas dont je 

parle, en faisant /(#) = — 3, F(x) = co*3xf car I'equation ( A.') deviendra : 

2A m . mcosmx — 3 2A m . cos m x = cos3:r, 
ou bien: 

SA m {m — 3)cos#/*x == cos 3x, 

egalite evidemment absurde, puisque le coefficient de cosSx est nul dans le 

premier membre et egal ä l'unilö dans le second membre. 

III. 

Voyons uiaintenant dans quel c?s la fraction 

2l c °s^sina[/Y />t) — f (<*)"] 
n cos*# — cos'a 

4 

pourra etre rameuee ä la forme 

Or je dis que cela arrivera toutes les fois que f(x) sera une fonction ra- 
tionnelle, entiere ou fractionnaire, de cos ? a?. 
Supposons en effet qu'on alt: 

f(u) Ä i±£L 
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/IM et f 2 (ji) designant des fonctions entieres de cos 2 ^ Od aura, en 
changeant fx en a: 

ff ^ f,(«) 

m = m 

rar consequent 

2 cosfisinajyfr)— f(a)J _ 2 cosftsina[/ , l (p)f t «*)—f t (fi)f t («)] 
n cos'f*— cos f a n * fi(t*)f t (°0 (cos >— cos 1 « 

Pour demontrer la proposition enoncee, il suffit evidemment de fairo voir que 

)a quantite 

ftWA*)-f*tofM 

cos'/tt — cos 1 «* 

est reductible a la forme citee ¥ i (/Li)n l (a)+¥ 2 (ji)n 2 (a) + *.'* + 
Or rien n'est plus facile. En effet la fonction 

etant nne fonction entiere de cos 2 fi, cos 2 a, et s'annullant quand cm a 
cosV = cos 2 a, eile doit ßtre divisible par cos 2 ^ — cos 2 «, et le resultat de 
la division ne peut se composer que d'un nombre limite de termes de la 
forme Bcos 2p t*cos 29 fi. Les equations (ß.) s'integreront donc, sous forme 
finie, par notre metbode, toutes les fois que la quantite f\x) sera exprimee 
par une fonction rationnelle quelconque de cos 2 x; en sorte que, dans ce cas 
tres ötendu, le problöme dont nous nous occupons se trouvera resolu d'une 
maniere complete. 

IV. 

II reste a demontrer qu f en calculant la valeur de A m d'apres la regle 
indiquee au commencement de cette Note, on satisfera ä l'equation (J.). 

En posant, pour abröger, 

2A m .cosmx — y, 2A m .mco$tnx*=ß, 

l'equation (-4.) devient: 

Or> d'apres notre valeur de A m , savoir: 



n 



A m = — f * d (a(Pco$m fi-{-Q sin m/t). 



on a: 



4 /*T 

y es —JEcosmx/ ^(Pcosm^-f Q sin mfx). 

Soit P x ce que devient P lorsqu'on y change u en x: puisque P s'eva- 
nouit pour ^ = y, P x s'evanouira pour a? = y' En vertu des formules 
connues pour le döveloppement des fonctions en series de quantitäs perio- 



4. Note ajoulee au rapport precddmt par Mr. Liouville. 45 

diques, on aura donc (entre les limites # = 0, a? = — j: 



n 



P A s= — JEcos mxi PcoaMfid/ui, 
et par suite: 

y = P x -\ — ScosmxJ 2 Q sin m/Ltd/u, 
d'oü Tod tire: 

n 

yf(x) = P x f(x)-\ — ScosmxJ I Qf\x)sinm/idu. 

A Paide d'une Integration par parties et en ayant egard aux con- 
ditions dtänies P = pour /i = —^ — pour ,u = 0, on met la valeur 
de A m sous la forme 

On a des lors: 

ß = — ScosmxJ d(i\cosmfi~ — sinm/u -—). 

Poisque les fonctions P et F(/u) s'evanouissent quand ^ = ~, il resulte de 
la premiere des equations (B.) que -r^ s'evanouit aussi pour cette valeur 
de ,". Par consequenl on pent developper (entre les limites a?=0, x=—j 
-~ en serie de cosinus des multiples impairs de x, sous la forme: 

-r^ = — 2 cos tn x / cos mu--j±-d u. 
dx n J o r dp, ^ 

D'apres la notation adoptöe ici, Q x designe ce que devient Q par le chan- 
gement de u en x. 

En ayant egard ä cette valeur de -~ et aussi ä celle de -j— four- 

nie par ?a seconde des equations (B.), on P eut maintenant äcrire ainsi la 
valeur de ß: 

dO 4 f* 

ß = -^~^ Scosmx J sinmfi.Qf(fi)du. 

En ajoutant cette valeur a celle de yf{x\ il vient: 
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egalite qu'on pout ecrire d'une autre maniere, savoir: 

Or, par les methodes connue pour la sommalion des series de sinus, od 
obtient: 



sin u cos x 



JS cos rnx sin mu = — — p =-r. 

r 2{cos*jt — cos'u) 

Donc, en introduisant celte valeur sous le signe / et remplaganl (ce qui est 
permis) la lettre jli par une autre tetire a } on a: 

ß+yf(*) = Ißz + PrfW + l f* M&h jW™*'** 9 '* ; 
' ' " v ' ix ' * § ' *r«/o cos f .r — cos 1 « 

et, comme, en changeant u en x dans la premiere des equations (B.) 9 

il vient 

ajr ' ' v ■ «^o cos'a* — cos*a " 

nous voyons que finalement la valeur de ß-\-yf(x) prend la forme: 

(Hrft*) = *■(*)■ 

Cette derniere egalite est precisemeot I'equation (J.)- Donc notre valeur 
de 4 m rend identique I'equation (^.)* ce qu'il fallait demontrer. 
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5. 

Th6oremes gen^raux concernant les equations d'un 
degre quelconque cnlre un nombre quelconque 

d'inconnues. 

(Pur H. Pliicker, Prof. ord. i Bonn.) 



1SU 

l'equation generale d'un degr6 n quelconque entre les deux inconnues x 
et y. Une teile equation contient ( | o — V co6 ^ c * en,s <P* * ' 6Ur 

tour sont completement dötermines, quand on connoit ( j o — l) 

couples de valeurs de a? et y qui satisfont a l'äquation proposee; car il est 
evident que chacun de ces couples fournit nne Equation lineaire entre les 
coöfficients en question. 

Ajoutoos maintenant ä l'equation pr£cedente une autre equation quel- 
conque du möme degre, que nous representerons par 

2. y*(x,y) = 0. 
L'ensemble des equations (1.) et (2.) donne n 2 couples de valeurs de x 
et y, qui satisfont non seulement a ces deux equations, mais encore & toute 
equation, qui en resulte, par quelle combinaison algebrique que ce soit. On 
peut, en designant par fx un coefficient arbitraire, representer toutes les 
Equations du n i * me degre qui resultent ainsi des deux equations (1.) et (2.) 
de la maniere suivante: 

3. <p n (x, y) + fitp n (x, y) = 0. 
Les fl 2 couples de valeurs, qui salisfont non seulement a l'equation (1.) mais 
encore a Päquation (2.) et toutes les Equations (3.), ne suffisent donc pas 
pour determiner les coefficients de l'equation (1.)- Cette determination devient 
complete, si Ton connoit un nouveau couple de valeurs. Soien; y et x 
ces valeurs, qui satisfont a l'equation (1.) sans satisfaire a l'equation (2,), 
de aorte qu'on ait: 
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Ces mömes valeurs ne pourront jamais satisfaire a l'equalion (3.), pourvu 
qu'on n'y pose ,tf — 0, ce qai Ja reduit a J'equation (1.). 

II suit de ce qai precede que ( * o ~V coa P' es de va teurs 
prises an hazard, et qai satisfont a l'equation (1.) sont, quant a la deter- 
mination des coefficients de cette equation, tout-ä-fait equivalents a n 7 
couples choisis de maniere qu'Ü satisfont en möme tems ä une seconde equa- 
tion quelconque du möme degre. Car dans les deux cas cette determina- 
tion est complete et lineaire si Ton ajoute aux couples donnes an coaple 
nouveau. Ainsi nous sommes parvena aux deux tbeoremes suivants, qui, 
quant au fond, reviennenl au Dieme. 

I. Si Fon donne ä deux quanlites variables successivement 
C i 2 ■ — 3) couples de valeurs quelconques et si ton suppose que 
ces valeurs satisfont ä une equation quelconque du ir tW degri entre les 
deux variable,, il y aura |n> - (<*+Wj±2L _ 2 )( =-. lldü£z!> C0Uple8 

de valeurs nouveaux, qui satisfont ä la mime equation et qui dependent 
uniquement des couples precedents. 

IL Si Von connait ( ' ' 1 o — ^) C0U P* es des racines de deux 

equaüons du n Um€ degre entre deux inconnues, fon obtiendra les ~ ~~1 »~ 
couples des racines restanfes, sans avoir recours ä ces equaüons. 

2. 
11 est evident que ces racines inconnues dependent d'une equation 

/jg |Wjg_ _2)** ID9 

du i ps degre. Ensuite Ton entrevoit la forme d'equations sym- 

metriques qui doivent subsister entre les n 1 couples de racines des deux 
equaüons d'un möme degre; car de quelle maniere qu'on choisisse parmi 

ces n 7 couples \ ] * V P our en determiner les autres, cetle de- 

termination ne doit nullement cbanger. 

3. 
Pour rendre l'enonce de nos theoremes aussi clair que possible, je 
tn'arreterai un moment au cas de n = 3. 

Huit couples de valeurs qui satisfont ä une equation du troisieme 
degre entre deux variables, comportent un neuvieme couple qui sob- 
tient lineairement au mögen des autres. 
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Soient a? M y x ; x 2 , y 2 ; .... x 6 , y 6 les halt conples de Talen», qui 
comportent le neuvieme couple que nous designerons par #», y* W fallt 
alors, d'apres le tbäoreme precedent, que des huit equations: 

AA + Bx l f l + Cüty l + Dxi + Ey*+Fx l y l +Ga? i + 
^yi+Bx i yii-Cxly 2 + Da^ + Eyli-Fx 2 y 2 + Gxl^Hy 2 +Kx i +1^0, 



Ayl+Bw 9 yl+C4yl+D4 + Ert+F* 9 y % +Ga&+^ 
se deduise Pequation suivaote: 

Afi+Bx»rt+Ca%y*+Da%+Eri+Fx*y*+Gxl^ 

c'est-i-dire, il faut qae nons parvenons k cette derniere equation en ajou- 

tant les hait equations qui precedent, apres les avoir respectivement mul- 

tipliees par des coßfficients convenables // M /^, . . • . fig. Ceci soppose 

qu'on ait: 

S(i = 1, Zfiy* = y 2 , 

2 (xx — x , 2£fia? = #}, 

^y = y«i -^^y s a£y a , 

JSyia? 2 = a£, 2pxy* &■* x^y%^ 

Sfixy = * 9 y 9 , -2>y* » y$, 

en noas seromt, ponr abreger, du signe -2* et en Intendant de ^ M f*i#i> 
PiYi otc. jusqu'ä fx % , fax 6 , foy 8 etc. Ces dix equations sont nicessaire et 
süffisantes ponr d&erminer x 9 et y , apres avoir dötermini prtalablement 
les bnit coöfficients ju i9 ju,, ••. . ^ Ici je n'entreprendrai pas de faire 
rtssortir des Equations ci-dessus, qu'on obtient des valenrs uniqnes ponr x 9 
et y 9 ; il me suffira d'avofr verifiö le theoreme gen&al ponr le troisieme 
degrä, en sniyant ane marcbe diff&rente. 

4. 

Nous pouvons, par des consid&ations extremement simples, ge- 
nöraliser les theoremes du numero i., ponr en multiplier les applications 
et ponr les ilendre au cas de n = 2 et mfime an cas de n = l. En effet 

s'ü y en a parmi les (^±^+^_l) co£fficients de l'equation generale 

dn n*** degre, nn nombre m quelconque qui sont donnös, ou, plus g6- 

ntralement, sll yam equations lineaires de condition entre les Q ig V 

coöfBcients : cbaqne coffißcient donne on cbaqne equation Unfaire de condition, 

remplacera ooupleteinent , quant a la dötermination des ( j £' — 1/ 
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co&fficients, l'une des equations que fournit chaqne couple des variables, 
supposees donnäes. Donc: 

HL Si m des coefficients de requation d*un degre n quelconque 
entre deux variables sont donnes, ou bien encore, s'il existe m iqua- 
tions lineaires de condition entre ces coefficients, il suffira de connaitre 

Q |2 ~( m ~}"3)) couples de valeurs des deux variables, qui sa- 

tisfont ä l'dquation du n Um€ degre, pour en deduire (( n + 1 K^+ 2 ) ^ m ) 
eouples nouveaux. 

Le norabre m peut-etre pris arbitrairement entre les limites et 
f (n+i)(n+2) 2 \ 

Pour particulariser , je choisirai les exemples suivants, qui sont de 
premiere simplicitö. 

Si entre les coefficients A, B et C de requation Unfaire 

-4y-fBo?-{-C = 
il existe une equatiou de condition egalement Ünebire, un möme couple de 
valenrs de x et y satisfera toujours a requation precedente, quelles que 
soient du reste les valeurs des coefficients de cette equation. 

Si Ton connait trois couples de valeurs do x et y qui satisfont a 
requation suivante 

A(f-x 2 ) + Bxy-\-Dy + Ex + F = 
Ton deduira lineairement de ces trois couples un qualrieme qui satisfera 
egalement a la raöme equation. 

Si quatre equations lineaires de condition sont donnies entre les coef- 
ficients de Tequation suivante 

Af+Bxy + Cx> + Dy+Ex + F*= 0, 
il y anra toujours les meines quatre couples de valenrs de x et y qui sa- 
tisferont ä cette equation. 

5. 

II y a un autre raode de generaliser les theoremes L et IL et d'en 
multiplier les applications. 

Parmi les ( | g ~ 2 ) C0ll P les de ▼•leurs qui satisfont a re- 
quation generale da n ikMe degre: 
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et qui dans les theoremes, qae noas venons de citer sont pris arbitraire- 
ment, choississons en ä volonte ( // ' ai dätennineroBt com- 

pletement une equation du f/* m * degre, qae noas representerons par 

et qui est satisfaite par chacun de ces couples. Supposons en oütre, en 
fesant 

* = P + <l> 
qae les couples restants, au nombre de 

TS 2 ~{ O V — n 1 T2 

satisfassent tons a une möme equation quelconqne da ^ me degre: 

Tout ceci admis. il est evident que Pequation generale (1.) comprendra en 
particulier P£quation suivante: 

4 * <p P (*>y)<Pg(*>y) = o. 

Donc tons les autres couples, qui d'apres nos theoremes satisfont a Pequa- 
tion g6n£rale (1.)? satisferont egalement a l'equalion (4.), c'est-a-dire on 
a l'equation (2.) ou a l'equatian (3.)« Le nombre des couples qui satisfont 
en möme tems aux deux Equations (1.) et (3.) s'&evant a nq; ii suit que 

les (nq — ^ o~ ) C0U P' es ? u ^ d'apres nos suppositions , sont de ce 

nombre, en comportenl ■ ~. T~ couples nouveanx. Le theoreine ainsi 
demontre peut s'enoncer de la maniere suivante. 

IV. Si Von connait (n q — ig ) couples des meines de 

deux iquaüons du n Ume et du q Umt degre entre deux inconnues, n etant 

plus grand que q et q plus grand que 2, ron en deduira les • ^ o~ 

couples des ra eines restuntes sans recourir aux equations proposees, en 
fonetion des racines connues et par la resolution de deux equations du 

En fesant n = q, nons retotnbons sur les theoremes du numero 4. 

6. 

Fassons nwintenant ä Fequaüon generale d'on Aegrb quelconaiie entre 
leä trm$ inconnues x, y et « qae noas representerons par 

1. 9n{x,y,z) = 0. 

1* 
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Le nombre de ses constantes est 6gal k Q n * ^^ ^ + ' — l); et on pent 

les döterminer par des äquations lineaires quand on connait an pareil nombre 
de groapes de trois valeurs (prises au hazard) qoi yerifient l'äqaation pro- 
posee. Mais si, en particulier, ces groapes de trois yalears sont choisis de 
maniere k verifier en mÄme teraps ane aatre äqaation quelconque da atöme 
degre : 

2. %(*,y,z) = 0, 

ce nombre a'est plas suffissant poor determiner les eoeffiefents de Peqaa- 
tion (1.)- II est evident m£me, que le nombre infini des groapes de trois 
yalears, qai satisfont en möme tems ä l'äqoation (2.)) ne saffissent point 
poar ce bat; parceqae toas satisferont dgalement a l'äqaation soiyante da 
mdrne degre: 

<Pn(*,y,*)+M>»(*>y>*) = 0, 

en y donnant ä fi nne valeur quelconque. Mais si Ton connait en outre an 
groape nouveaa de yalears qai satisfont a Pequation (i.), sans satisfaire a 
requation (2.)* ee groape completera la döterminaiion lineaire des coSf~ 
ficients de requation (1 .) ; d'oft Ton conclät que, qaant ä cette determination, 
Qn— ^y~ jt n ~ % > — %) groapes, pris aa hazard, sont Äquivalents k ane 

infinite de pareils groapes, qai conviennent ägalement 4 nne seconde Equation 
quelconque da m6me degre entre x, y et z. 

Ajoatons aux deux eqoations (1») et (2.) ane troisierae equation da 
mdrne degr6, que noas representerons par 

3- X*(*,y>*) = 0. 
Alors il y a n 9 groapes de valeurs des trois inconnaes qai satisfont non 
senlement ä ces trois equations (1.), (2.) et (3.) mais encore k toutes les 
6qnations da mdme degre, qae contient Pexpression saivante, en y regar- 
dant fi et v comme arbttraires: 

Vn(x>y>*)+pyn(x>y>x)+vxn(*>y>*) = o. 

En oonnaissant les n 3 groapes de yalears en qaestion, Ton retombe donc 
indiWrement sar Pnne qaelconqae de ces äqaations. Si Ton vent qae ce 
sott en particulier requation (1.), il suffit de connallre en outre deux groa- 
pes de yalears quelconqaes x t , y n z k et a? 2 , y 2 , * 2 , qai satisfont k re- 
quation (1.) sans satisfaire a auoune des deux öquations (2.) et (3.)* Car 
alors on a 
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y,Ori,yn*i)=o, v«(*i9ri9*i)^o 9 ;&.(*!, yi,*i)=0; 

et pour qae les deox mtaes groupes verifient l'eqaation (3.) , il faut que 
les Ind6termin6es fi et v devfenneut z^ro. De Ja 00 concIAt que, quant 
ft In dtterminatioii de l'equation (1.), ( {n + i)( »+ 2 ^+Z) -3) groupes de 

valeurs, pris au hazard, sont Äquivalents a n 3 groopes, choisia tels, qu'ils 
satisfont 6galement & deux autres öquations quelconques du m£me degrö 
entre a? f y et *. 

Nous sommes parvenu ainsi aux theoremes suivants, en posant pour 

abreger ro l=iV. 

V. Si Von donne ä trois quantilis variables successivetnent 
QU — 1) groupes de valeurs quelconques et si Von suppose que ees va* 
leurs satisfont ä une iquation quelconque du n Um€ degri entre les trois 
variables: il y aura une infinite de tele groupes, dipendant uniquement 
des groupes donnes, qui satisferont lous ä cette mime iquation. 

VL Si ron donne ä trois quantites variables successivement 
(N — 2) groupes de valeurs, pris ä volonte, et si Ton suppose que ees 
groupes satisfont ä une iquation quelconque du n'* m * degri entre les trois 
variables* il y aura toujours (n 3 — N-{-2) groupes de valeurs nouveaux 
et dependant uniquement des groupes donnes qui satisferont ä cette mime 
iquation. 

VIL Si Von connoit (N— 1) groupes de valeurs, qui satisfont en 
mime temps ä deux iquations du u Ume degre entre trois inconnues, Von 
obtiendra une infinite de tele groupes, sans avoir recours aux deux 
iquations proposies. 

VIII. Si Von connoit (N — 2) groupes de racines de trois iqua- 
tions donnies du n iime degri entre trois inconnues, Von en deduira les 
(n 3 — N -j- 2) groupes de radnes reslantes sans avoir recours aux iqua- 
tions donnies. 

7. 

Dapris le mode de gtaerallsation du numäro 4. nous obtenons sur 
le ehamp Iea thlorenes suivanls. 

DL Si parm les coiffidents de V equation genirale du n i}me de- 
gri entre trois variables il y en a m de donnes, ou bien eneore, si 
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m equations lineaires de condilion ont tieu entre ees coefficients, il en 
resultera 

1°. Que, (N — m— 1) groupes donnes des trois variables qui verifient 
V equation generale, en comportent un nombre infini; 

2P. Que (N — m — 2) groupes donnes en comportent (n J — N-f- m-f-2) 
groupes nouveaux. 

Von peat prendre le nombre m arbitrairement , dans le prämier cas 
entre les limites et (iV — 2), et dans le second cas entre les limites 

et (2V-S). 

8. 

Fesons n=/>-fy et (P+WP+WP+V -i==p B et snpposons que 

Ton prenne a volonte parmi les (N—i) groupes du theoreme V. qui verifietot 
l'&quaüon 

an nombre P> süffisant pour d£terminer une equation du p i9m * degre, que 
nous reprisenterons par 

2. gp P foy,*) = 0. 

Supposons en outre que les groupes restants, au nombre de (N—P—l) 
satisfassent tous a une möme equation du q {bm * degre, representee par 

3. y,0r,y,*) == 0. 

Dans ce cas Fequation (1.) comprendra comme cas particulier la suivante: 

4 - fPp(^ Y> *)9 7 fo Y> *) = °i 
d'oü Ton conelut que l'infinite des groupes qui, d'apres le theoreme cite, 

satisfont a toutes les Equations (1.)? verifient egalement soit {'equation (2.) 

söit requation (3.)* et de la on tire le theoreme suivant: 

X. Si Von connoit 

N p _.|— (a-H)(a +a)(P+8) (n-q+l)(n-q+2)(n-q+3) . 

11 r 1— 1.2.3 ro * 

groupes de trois vateurs qui satisfont en mime tems ä deux equations 

entre x, y et z, dont Tune s'eleve au n iUe et Vautre au q iime degre f Von 

en deduira une infinite de pareils groupes sans avoir recours ä ees 

dquations. 

9. 
Fesons en outre 

et supposons que les equatfons suivantes 
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qui s'etevent toates les trofc au n 1 *™ degrö, aient (IV— 2) groupes de ra- 
cines donnees. II en suit, d'apres le thtareme VI., qu'alors tous leurs groupes 
de meines 9 au nombre de n\ sont determines. Sur ces n 3 groupes de ra- 
cines, il y en a nqs qui appartiennent aux trois equations suivantes: 

5- <p*(x, y, z) = 0, <p q (x, y, z) = 0, <p t (x, y, z) = 0. 

Distribuons les (IV— 2) groupes de racines en question de manidre, 

qu'il en viennent 

P sur requation : (p p (x, y, z) = 0, 

R - - - <p r (x,y,z) = 0. 
Ces nombres de groupes sont suffisants pour determiner ces deux equations. 
Des (ZV— 2) groupes restent donc 

(IV— P— 2) pour Tequation: <p q (x>y,z) = 0, 
(JV-Ä-2) - - - <p t (x, y, z) = 0, 
de sorte qu'il y en a (N—P—R — 2) qui appartiennent aux trois equa- 
tions (5.). De lä le theoreme suivant. 
XL Si Von connait 

N-P-R-2 = 
(n+l)(n+2) (n+3) (n-q+1) (n-q+2) (n-q+3) (n-s+1) (n-s+2) (n-*+3) A 
1.2.3 1.2.3 1.2.3 * 

groupes des racines de trois equations entre trois inconnues et dont les 
degris s'Uevent respectivetnent an, q et s : Von en deduira tous les autres 
groupes, sans avoir recours aux trois equations propos&s. 

Ainsi, par exemple, sur les 60 groupes des racines de trois equa- 
tions du 3*"% 4*"* et 5 iime degre, 41, pris a volonte, comportent les 19, 

qui restent. 

10. 

Nous pouvons maintenant etendre sans difficulte les räsultats auxquels 
nous sommes parvenus jusqu'ici ä des equations d'un degre quelconque et 
entre nn nombre quelconque d'inconnues. Nous parvenons ainsi, en g«- 
näralisant le theoreme IX. , qui, si Ton pose m = 0, comprend les precedents, 
an theoreme suivant, en designant, pour abreger, par & le nombre des co£f- 
ficients de l'equation d'un degre n quelconque entre g inconnues , et par k 
an nombre arbitraire >1 et <g. 

XII. Si parmi les coefficienls de Vequation generale du n ikmt de- 
gri entre g variables, il y en a m de donnes, ou bien encore si m equa- 
tions lineaires de condition ont Heu entre ces coefficienls, il en resultera: 
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l°t Q** (S — m — (g — h)) groupes donnes des g variables, qui verifient 
fequation generale, en comportent un uombre infini de pareils grou- 
pes, de sorte que, dans taue eee groupes Fon peut prendrs ä volonte 
lee valeurs de (h— 1) des g variables; 

8°. Qua (8— m— (g— 1)) groupes donnes en comportent (n 8 — S-f-m-j-g— 1) 
groupes nouveaux. 

Pour appliqoer ces thäoremes, oherchons d'abord le nombre S, 6gal 
au nombre des termes de l^qnation gönörale molns un. L'on voit aisäment 
qae les colonnes horizontales suivantes indiqaent le nombre des termes, 
dans lesquels les variables an nombre de g, s'älövent respectivement aux 
degrös 1, 2, 3, 4, . • • . n. 

9 

+ HO 4.2.3.4 

Le nombre cherche est donc la somme de tous ees termes pour laqnelle on 
obtient ; 

+ „-.,(»- r -»^(,-.H,- ! .)( y -3 ) +( , c . 

En nous bornant an second degr£ nons anrons 

a — 1.2 *• 

Le dernier tbeoreme, en y posant «i = 0, fait voir que, dans ce cas, des 
V gronpes des meines de $ Iqnations enlre g inconnaes, nn nombre de 
gronpes egal a 
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en comportent les groopes reslants an nombre de 

* O *• 

Ainsi donc 

7 groupes en comportent 1 pour g = 3, 
11---- -5- g = 4, 
16 - - - - - 16 - 9 = 5* 
22 - - - - - 42 - ^ = 6, 
etc. etc. 

11. 
Enfin, pour generaliser le theoreme XL d6signons la valeur de Ä 
qoi se rapporte £ an degre u qaelconqne de la maniere snivante: S n . Nous 
anrona alors le th£oreme saivant. 

XIII. St Von connail 

S n — S (B _ P) — S (ll . q) (g — 1 ) 

groupes de racines de g equalions enlre g inconnues et e'elevant respec- 
twement aux de g res n, p,- q, .... Von en deduit tous le$ autres, eane 
avohr recours ä cee equations, gut restent incomplelement dfterminiee. 

Le 5 Mars 1836. 
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6. 

Neue Sterblichkeits-Tabellen für Wittwen-Cassen» 

(Vom Herrn Rechnungs-Ralh Brune zu Berlin.) 



liie Königlich -Preufsische allgemeine Wittwen-Verpflegungs- Anstalt zu 
Berlin bietet jetzt, in 58jährigen Erfahrungen, aus einer Zahl von 31500 
successive aufgenommenen Ehepaaren, ziemlich brauchbare Data zu Sterblich- 
keits- oder sogenannten Decrementen- Tafeln dar, welche Ähnlichen, schon 
bestehenden, oder noch zu errichtenden Instituten zur Prüfung ihres finan- 
ziellen Zustandes, oder zur Basis ihrer Beitrags - Berechnungen dienen kön- 
nen. Indem ich diese Erfahrungen und die daraus berechneten Tabellen 
hier mittheile, finde ich nöthig, zu beider Verständlichkeit und Würdigung 
folgende Bemerkungen beizufügen. 

Die unter der Rubrik „Erfahrung von 1776 bis 1834" stehenden 
Zahlen von Lebenden sind die Summen der im Anfange aller 58 Recep- 
tions- Jahre von jedem Alter vorhanden gewesenen Individuen*). Ich habe 
sie indirect auf folgende Art ermittelt. Von den zuerst, bei Eröffnung der 
Anstalt, aufgenommenen Individuen, welche die anfängliche Summe der 
lebenden bilden, sind die während des ersten Jahres wieder abgegangenen 
nach gleichen Altern in Abzug gebracht, und der Bestand ist um ein Jahr 
des Alters höher gerückt, worauf zu demselben die beim Beginn des zwei- 
ten Reception 9 -Jahres aufgenommenen wiederum nach gleichen Altern hin- 
zugesetzt sind und die Summe, also die Anzahl der damals Oberhaupt vor- 
handen gewesenen Individuen, sich ergeben hat. So ist von Jahr zu Jahr 
mit Abzug der Abgegangenen, Hinaufrückung des Bestandes im Alter, und 
Zuzfihlung der Aufgenommenen fortgefahren, und am Ende sind die 58 
Summen von Lebenden in eine Total -Summe gebracht worden. 



*) Die Anstalt repicirt jährlich in zwei Terminen: am I.April und 1. October, und 
berechnet dabei das Alter der Hitglieder nach vollen Jahren, dergestalt, dafe weniger als 
6 Monate gar nicht, 6 Monate und darüber aber für ein volles Jahr gezählt werden. Es 
laufen daher, indem man bei ganzen Jahren stehen bleibt, zwei Reihen von Receptions- 
Jabren, nemlich von April zu April, und von October zu October, neben einander. Beide 
sind erst für sich besonders durchgenommen und sodann nach ihren Resultaten zu- 
sammen gestellt. 
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Direct gezahlt dagegen sind die Summen der in den 58 Jahren über- 
haupt theils ausgeschiedenen, theils gestorbenen Individuen; Wobei das Alter 
derselben nach jenem zur Zeit ihrer Aufnahme, und nach den inzwischen 
verflossenen vollen Jahren berechnet ist. Unter ausgeschiedenen verstehe 
ich die excludirten oder freiwillig zurückgetretenen Paare, die Wittwer, 
and diejenigen Witt wen, welche, theils wegen des schon im ersten Jahre 
nach der Aufnahme erfolgten Todes der Männer staiutenmäfsig nicht zum 
Pensions - Genüsse gekommen sind, theils bei Wiederverheiralhungen sich mit 
einer Prämie haben abfinden lassen. 

Da in der Berechnung der lebend vorhanden gewesenen Individuen 
die im Laufe eines Jahres successive ausgeschiedenen erst am Ende des- 
selben abgesetzt, mithin so angesehen sind, als wären sie alle bis dahin noch 
am Leben geblieben, welches doch nicht ganz vorausgesetzt werden kann: 
so mufste, um ein richtigeres Sterblichkeitsverhähnifs heraus zu bringen, 
die Summe der lebenden noch corrigirt werden. Denn es sind von den 
ausgeschiedenen die noch im selbigen Jahre gestorbenen nicht bekannt, diese 
also unter der Summe der aufgezeichneten Todten nicht mit enthalten. Jene 
Correctur ist daher durch die zuläfsliche Annahme geschehen, dafs von 
den ausgeschiedenen Individuen die eine Hälfte in der Mitte, die andere 
Hälfte am Ende des Jahres abgegangen sei, mithin die ganze jährliche An« 
saht def selben die erste Hälfte, die halbe Anzahl aber auch die zweite 
Hälfte des Jahres vollständig durchlebt habe; woraus denn folgt, dafs im 
Durchschnitte drei Viertheile der jährlichen Anzahl als solche anzusehen sind, 
welche zu der für das selbige Jahr aufgezeichneten Anzahl aller gestorbenen 
oontribuirt haben. Diese drei Viertbeile also können nur unter der Summe 
der Lebenden für den Anfang des Jahres stehen bleiben, und die Rubrik 
„Corrigirte Zahlen der Lebenden" enthält daher die um ein Viertheil ver- 
minderten Zahlen der ersten Columne. 

Indem nun die so corrigirten Zahlen der Lebenden durch die ihnen 
correspondirenden Zahlen der Gestorbenen dividirt werden, erhält man in 
den Quotienten die Sterbiichkeitsverhällnisse für jedes Alter, nemlich die 
durchschnittlichen Zahlen derjenigen Lebenden, von welchen jährlich einer 
gestorben ist # ). Diese Verhältnisse aber fallen bei aufeinander folgenden 



*) Will man die jährlichen Durchschnitte der Lebenden und der Gestorbenen an 
sich wissen: so mufs man freilich die angegebenen Zahlen durch 58 dividiren; in dem 
Verhältnisse dieser Zahlen aber wird dadurch begreiflich nichts geändert. 

8* 
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Altersjahren so sehr verschieden and abspringend unter sich aas, dafs sie, 
einzeln genommen, zur Basis der Decrementen - Tafeln nicht gebraucht wer- 
den können. Daher habe ich sie noch nach Quinquennien zusammenge- 
zogen, dadurch, dafs die Summe der Lebenden jedes Quinquenniums durch 
die Summe der Gestorbenen desselben dividirt ist. So haben sich sum- 
marische Verhältnisse ergeben, welche unter sich ziemlich gute harmonische 
Reihen bilden und Stetigkeit haltende Interpolationen auf die einzelnen 
Jahre des Alters gestatten. Nur ist es in der Tabelle Aber Sterblichkeit 
der Frauen und Wittwen noch zweckmäfsig gewesen, zur Erlangung besserer 
Harmonie und Stetigkeit, die beiden Quinquennien vom 36sten bis zum 
40sten und vom 41sten bis zum 45sten Jahre in ein Decennium zusammen 
zu ziehen. 

Aus diesen Verhältnissen habe ich nun die beiden Decrementen- Ta- 
feln dergestalt berechnet, dafs ich für das Alter von 20 Jahren eine An- 
zahl von 10000 Lebenden angenommen, und hiernach gesucht habe, nicht 
nur in jedem Quinquennio, (resp. in dem oben erwähnten Decennio,) die 
nemlichen Verhältnisse möglichst genau wieder zu erhalten, sondern auch 
in sämmllichen Zahlen der Tafeln möglichst harmonische, stetig zu- oder 
abnehmende Reihen zu bilden. Ganz zutreffend war dies, ohne bei den 
Zahlen der Lebenden und der Sterbenden in Brflche zu fallen, nicht zu er- 
reichen; es zeigen aber die Tafeln durchgängig eine sehr befriedigende 
Uebereinstimmung mit den Erfahrungs - Sätzen. 

Besonders merkwürdig sind in den vorliegenden Erfahrungen und 
Tabellen die Unterschiede der Sterblichkeits- Verhältnisse des männlichen 
und des weiblichen Geschlechts bei gleichen Altern. Bis zum 25sten Jahre 
hin ist sogar die Sterblichkeit der Frauen doppelt so grofs, als die der 
Männer. Der Grund hiervon liegt wesentlich darin, dafs die Anstalt nur 
solche Männer aufnimmt, welche ihre vollkommene Gesundheit nachweisen, 
und dafs von den Frauen, nach deren Gesundheit übrigens nicht gefragt wird, 
viele in Wochenbetten sterben. Erst vom 39sten Lebensjahre ab sind die 
Sterblichkeitsverhältnisse günstiger für die Frauen, als für die Männer, und 
das höchste Alter geht sogar bei jenen bis zu 99, bei diesen nur bis zu 
87 Jahren* Auch ist nur bis zum 24slen Jahre die mittlere Lebensdauer 
der Frauen unerheblich kleiner, als die der Männer, wogegen sie weiterhin, 
und beim 40sten Jahre um fast zwei Jahre, gröfser ist. 
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1. Sterblichkeit der Männer. 



Erfahrung von 1776 bis 1834. 

Lebende .-.— n- Corrigirte 
Im An A*°- 9* Zahlen 



Es starb also im Durch- 
schnitt jährlich 



Decremen ten- Tafel. 



AHer. ™ schie- stör- 



AnÄnge T"^ JT* der 
der fahre. **** hta6. Lebenden. 



20 
21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
33 
SS 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 
42 
43 
44 

45 

46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 

55 

56 
57 
58 
59 
60 



6 

89 

114 

288 

667 

1404 

2423 
3S11 
-5266 
6759 
8261 

9520 
0684 
1594 
2394 
2985 

3327 
3459 
3429 
3372 
3313 

3093 
2802 
2472 
2082 
1728 

1301 
0829 
0444 
0004 
9594 

9151 
8710 
8265 
7803 
7341 

6837 
6328 
5853 
5418 
4880 



2 

3 

16 

26 

39 
60 
91 
99 
142 

35 
54 

78 
80 
92 

89 
210 

98 
208 

94 

73 
90 
91 
47 
70 

48 
29 
61 
42 
46 

62 
21 
33 
19 
20 

27 
14 
12 
04 
77 



1 

1 

4 
6 

4 

15 
24 
25 
63 
57 

63 
102 
105 
131 
121 

129 
155 
166 
171 
175 

164 
158 
206 
196 
181 

193 
197 
192 
185 
184 

181 
207 
195 
209 
198 

197 
193 
179 
219 
188 



6 

39 

114 

287 

663 

1398 

2413 
3796 
5243 
6734 
8225 

9486 
10645 
11550 
12349 
12937 

13280 
13406 
13380 
13320 
13265 

13050 
12755 
12424 
12045 
11685 

11264 

10797 

10404 

9969 

9557 

9111 

8680 
8232 
7773 
7311 

6805 
6300 
5825 
5392 
4861 



Im Im Qnin- 

einielnen qnennio 

Alter desAltem Lebende. 

Einer Einer 

TOB 



ron 



Es stirbt also jährlich 
^ ■•>— — ^Mittlere 

gtelw im einici- im Quin- ^^^ 

^ de . nen Alter W™*o ^^ 
Einer des Alten 

Einer von Jahn. 



39,00 
114,00 

71,75 
1 10,50 
349,50 

160,87 
158,17 
209,72 
106,89 
144,30 

150,57 
104,36 
1 10,01 
94,27 
106,93 

102,95 
84,55 
80,60 
77,89 
75,80 

79,57 
80 73 
60,31 
61,45 
64,56 

58,36 

54,81 
54,19 

53,89 

51,94 

50,34 
41,93 
42,22 
37,19 
36,92 

34,54 
32,64 
32,54 
24,62 
25,86 



- 10000 
9938 
9876 
156,70 9813 
9750 
9687 

9623 
9559 
9494 
9428 
9361 



143,54 



109,14 



83,73 



68,46 



54,67 



41,52 



29,90 



9292 
9219 
9141 
9057 

8968 

8874 
8776 
8675 
8571 
8465 

8356 
8244 
8129 
8010 

7888 

7763 
7634 
7501 
7364 
7223 

7077 
6926 
6770 
6608 
6439 

6263 
6080 
5890 
5693 
5489 



62 
62 
«3 
63 
63 
64 

64 
65 
66 
67 
69 

73 

78 
84 
89 
94 

98 
101 
104 
106 
109 

112 
115 
119 
122 
125 

129 
133 
137 
141 
146 

151 
156 
162 
169 
176 

183 
190 
197. 
204 
210 



▼on 

161,29 
160,29 
156,76 
155,76 
154,76 
151,36 

150,36 
147,06 
143,85 
140,72 
135,67 

127,29 
118,19 
108,82 
101,76 
95,40 

90,55 
86,89 
83,41 
80,86 
77,66 

74,61 
71,69 
68,31 
65,66 
63,10 

60,18 
57,40 
54,75 
52,23 
49,47 

46,87 
44,40 
41,79 
39,10 
36,59 

34,22 
32,00 
29,90 
27,90 
26,14 



156,66 



143,39 



109,28 



83,71 



68,51 



54,64 



41,55 



29,89 



39,60 
38,85 
38,09 
37,33 
36,57 
35,81 

35,04 
34,27 

33,50 
32,73 
31,96 

31,19 
30,43 
29,69 
28,96 
28,24 

27,54 
26,84 
26,15 
25,46 
24,77 

24,09 
23,41 
22,73 
22,06 
21,40 

20,74 
20,08 
19,42 
18,77 
18,13 

17,49 

16,86 
16,24 
15,63 
15,02 

14,43 
13,85 
13,28 
12,72 

12,18 



62 
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Erfahrung von 1776 bis 1834, 



Es starb also im Durch- 
schnitt jährlich 



Decrementen - Tafel. 



Lebende All .„ o. Corrigirte A™ 

Alte,. im Al £? e " rf" Zahlen einleben 

Anfange " oluc - ■** der 

derJahV dene ' ^^ Lebenden. 



Im Im Quin- 



Es stirbt also jährlieh 



<* 



Mittlere 



Jahre. 

61 

«2 

63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 

70 

71 
72 
73 
74 
75 

76 
77 

76 
79 
80 

81 

82 
83 
84 
85 
86 
87 



4442 
4004 
3606 
3177 
2803 

2487 
2154 
1839 
1568 
1334 

1132 
950 
778 
642 
509 

421 
317 
259 
205 
153 

109 

79 
48 
28 
18 
8 
2 



83 192 

95 162 

87 169 

82 160 

58 162 

77 136 

50 167 

60 130 

59 104 
43 109 

39 106 

40 101 



28 
31 
24 

25 
13 
11 

8 



5 
4 
5 
3 
4 
2 



79 
70 
41 

49 
35 
32 
31 



12 25 



17 
21 
12 
4 
5 
4 
2 



meinen quenmo g 'ja, eü^el. im Quin- T^ZTJ 

SSL äa £T Leben ' <-*• n S AltÄ st* faSr 

Einer Einer Einer dea Alters 

Ton Ton Ton Einer von Jakre. 

4421 23,03 5279 216 24,44 11,65 

3980 24,57 5063 222 22,81 11,12 

3584 21,21 21,22 4841 228 21,23 21,21 10,61 

3157 19,73 4613 234 19,71 10,11 

2788 27,21 4379 240 18,25 9,62 

2468 18,15 4139 246 16,83 9,15 

2141 12,08 3893 251 15,51 8,69 

1824 14,03 14,41 3642 254 14,34 14,43 8,26 

1553 14,93 3388 255 13,29 7,84 

1323 12,14 3133 255 12,29 7,44 

1122 10,58 2878 254 11,33 7,05 

940 9,31 2624 250 10,50 6,69 

771 9,76 10,00 2374 242 9,81 10,00 6,34 

634 9,05 2132 230 9,27 6,00 

503 12,39 1902 215 8,85 5,66 

415 8,47 1687 199 8,48 5,33 

314 8,97 1488 183 8,13 4,98 

256 8,00 7,78 1305 168 7,77 7,77 4,60 

203 6,55 1137 155 7,34 4,2t 

150 6,00 982 144 6,82 3,79 

108 6,35 838 135 6,21 3,35 

78 3,71 703 128 5,49 2,90 

47 3,92 575 123 4,67 2,44 

27 6,75 4,41 452 118 3,83 3,86 1,97 

17 3,40 334 114 2,93 1,49 

8 2,00 220 111 1,98 1,00 

2 1,00 109 109 1,00 0,50 
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2. Sterblichkeit der Frauen und Wittwen. 



Erfahrung von 1776 bis 1834. 

******* Ansge- Oe- V&f** 
Alter. . ta» . P" ._ Zahlen 



Es starb also im Durch- 
schnitt jahrlich 



Decrementen - Tafel. 



Jahn. 
15 
16 
17 

18 
19 
20 



im A ™?°- f Zahlen 
All ^ , schie- stör- "^ 

der Jahre. d * ne * bene - Lebenden. 



Im ImQuin- 
einzelnen qnennio 
Alter des Alters Lebende. 
Eine Eine 



Es stirbt also jährlich 

"! • i .""TET*^ Mittlere 
8ter _ im euisel- im Quin- Lebeni . 

bende.. neBAltor qnennio , 

- des Alters <uuer ' 



21 

107 

372 

934 

1921 

3174 

21 4653 

22 6225 
83 7842 

24 9479 

25 10900 

26 12228 

27 13344 

28 14292 

29 14811 
3p 15191 

31 15309 

32 15190 

33 14996 

34 14689 

35 14335 

36 13980 

37 13541 
13019 
12665 

40 12293 

41 11868 

42 11405 

43 10926 

44 10516 

45 10118 



46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 

55 



9639 
9210 
8839 
8435 
8062 

7662 
7295 
6891 
6480 
6154 



4 
11 

9 
10 

19 
30 
39 
37 
56 

53 
40 
49 
59 
65 

49 
54 
45 
45 
32 

40 
45 
34 
34 
27 

35 
34 
31 
27 
20 

10 
12 
21 
16 
6 

14 
9 

14 
6 
3 



1 

8 
17 
26 
47 



21 

107 

371 

931 

1919 

3172 



64 4648 

68 6217 

96 783? 

125 9470 

134 10886 



157 
142 
150 
171 
166 

186 
159 
180 
166 
176 

174 
188 
161 
162 
150 

155 
119 
115 
131 
150 

140 
125 
137 
99 
143 

108 
147 
141 
127 
118 



12215 
13334 
14280 
14796 
15175 

15297 
15146 
14985 
14678 
14327 

13970 
13530 
13010 
12657 
12286 

11859 
11397 
10918 
10509 
10113 

9637 
9207 
8834 
8431 
8060 

7658 
7293 
6887 
6479 
6153 



von 



von 



107,00 
46,40 
54,76 
73,81 
65,36 

72,63 
91,43 
81,58 
75,76 
81,24 

77,80 
93,20 
95,20 
86,53 
91,42 

82,25 
95,26 
83,25 
88,42 
81,40 

80,75 
71,97 
80,81 
78,13 
81,91 

76,51 
97,77 
94,94 
80,22 
67,42/ 

68,79 
73,66 
64,48 
85,16 
56,37 

70,91 
49,61 
48,84 
51,02 
52,14 



65,87 



80,19 



88,80 



85,85 



78,48 



79,95 
81,78 



68,58 



53,78 



10809 
10628 
10457 
10296 
10144 
10000 

9863 
9732 
9607 
9488 
9374 

9264 
9158 
9055 
8954 
8854 

8754 
8654 
8554 
8454 
8355 

8256 
8158 
8060 
7962 
7865 

7768 
7671 
7573 
7475 
7377 

7278 
7178 
7077 
6974 
6869 

6762 
6652 
6537 
6416 
6289 



181 
171 
161 
152 
144 
137 

131 
125 
119 
114 
HO 

106 
103 
101 
100 
100 

100 

100 

100 

99 

99 

98 
98 
98 
97 
97 

97 
98 
98 
98 
99 

100 
101 
103 
105 
107 

HO 
115 
121 
127 

134 



Eine 
ron 

59,72 
62,15 
64,33 
67,74 
70,44 
72,99 

75,29 
77,86 
80,73 
83,23 
85,22 

87,40 
88,91 
89,65 
89,54 

88,54 

87,54 
86,54 
85,54 
85,39 
84,39 

84,24\ 

83,24 

82,24 

82,08 

81,08 

80,08 
78,28 
77,28 
76,28 
74,52 

72,78 
71,07 
68,71 
66,42 
64,20 

61,47 

57,84 
54,02 
50,52 
46,93 



Eine von 



65,89 



80,24 



88,79 



85,88 



82,58 



79,93 
77,03 



68,56 



53,80 



Jährt. 

40,65 
40,33 
39,98 
39,60 
39,19 
38,75 

38,28 
37,78 
37,27 
36,73 
36,17 

35,60 
35,00 
34,39 
33,78 
33,15 

32,53 
31,90 
31,26 
30,63 
29,98 

29,33 
28,68 
28,02 
27,37 
26,70 

26,02 
25,35 
24,67 
23,99 
23,30 

22,61 

21,91 

21,22 

20,52 

19,83 

19,14 
18,45 
17,76 
17,09 
16,42 



>> ■"»( 
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64 6. Brune, neue Sterblichkeit* -Tabellen für Witt wen -Casien. 



Bs starb also im Durch- 
Erfahrung von 1776 bis 1834. schnitt jährlich Decremeiiten -Tafel. 



^MüMIBMK ^■m«mm'W«mm«w ^■■■hmhhmmN 



i*»*»»fc *„.«, a«. Corrigirte 1» I"»Q»ia- E. rtrtt «ho Jttriieh 

Alter im A »fp- "*• Z»hlen einielnen quennio R . 'imeiiiMl- imOuhi^, f"*" 

AUer - A^ge ££ *£ T *r £■ *« **» Ubeade. *£ B « ^ „£. IJJj-. 

der Jahre. ' Lebenden. Eine Eine eü^ des Alters aainw ' 

Jahre. TOn von Von Ein« ron Jahre. 



56 


5805 


10 


139 


5802 


41,47 


57 


5442 


5 


139 


5441 


39,14 


58 


5096 


5 


146 


5095 


35,14 


59 


4735 


4 


136 


4734 


34,81 


60 


4379 


2 


122 


4378 


35,89 


61 


4099 


2 


139 


4099 


29,49 


62 


3757 


2 


137 


3756 


27,42 


63 


3459 


2 


142 


3459 


24,36 


64 


3151 


1 


138 


3151 


22,83 


65 


2869 


- 


129 


2869 


22,24 


66 


2596 


1 


138 


2596 


18,81 


67 


2293 


3 


128 


2292 


17,91 


68 


2032 


1 


123 


2032 


16,52 


69 


1801 


2 


105 


1800 


17,14 


70 


1588 


1 


124 


1588 


12,81 


71 


1383 


• 


93 


1383 


14,87 


72 


1222 


- 


113 


1222 


10,81 


73 


1047 


- 


96 


1047 


10,91 


74 


897 


- 


87 


897 


10,31 


75 


772 


1 


91 


772 


8,48 


76 


637 


- 


79 


637 


8,06 


77 


529 


- 


73 


529 


7,25 


78 


427 


«. 


55 


427 


7,76 


79 


344 


- 


46 


344 


7,48 


80 


271 


- 


37 


271 


7,32 


81 


211 


' — 


34 


211 


6,21 


82 


160 


— 


25 


160 


6,40 


83 


122 


• 


24 


122 


5,08 


84 


87 


— 


15 


87 


5,80 


85 


71 


- 


16 


71 


4,44 


86 


50 


— 


15 


50 


3,33 


87 


34 


- 


8 


34 


4,25 


88 


22 


- 


3 


22 


7,33 


89 


19 


• 


3 


19 


6,33 


90 


15 


- 


3 


15 


5,00 


91 


U 


- 


4 


11 


2,75 


«2 


6 


• 


• 


6 


- 


93 


6 


- 


- 


6 


- 


94 


6 


- 


2 


Ö 


3,00 


95 


4 


- 


1 


4 


4,00 


96 


3 


- 


1 


3 


3,00 


97 


2 


- 


1 


2 


2,00 


98 


1 


• 


— 


1 


• 


99 


1 


- 


- 


1 


1,00 



6155 141 43,65 . 15,77 

6014 149 40,36 15,13 

37,37 5865 157 37,36 37,31 14,50 

5708 165 34,59 13,88 

5543 173 32,04 13,28 

5370 181 29,67 12,69 

5789 189 27,56 12,12 

25,31 5000 197 25,38 25,34 11,56 

4803 205 23,43 11,01 

4598 213 21,59 10,48 

4385 222 19,75 9,97 

4163 231 18,02 9,47 

16,68 3932 238 16,52 16,67 9,00 

3694 242 15,22 8,55 

3452 244 14,15 8,11 

7,69 

7,28 

11,09 2717 246 11,08 11,10 6,89 

6,53 
6,20 

5,89 

5,62 

7,61 1524 206 7,40 7,61 5,37 

5,13 

4,88 

4,61 

4,34 

5,71 693 126 5,50 5,70 4,08 

3,87 
3,72 

3,60 

3 49 

4,38 215 49 4,39 4,39 3*35 

3,19 
3,01 

2,82 
2,60 
2,35 
2,08 
4,00 26 9 2,89 3,32 1,81 

1,50 
1,20 
0,90 
0,50 



3208 


245 


13,09 


2963 


246 


12,08 


2717 


246 


11,08 


2471 


245 


10,09 


2226 


242 


9,20 


1964 


236 


8,41 


1748 


224 


7,80 


1524 


206 


7,40 


1318 


184 


7,16 


1134 


162 


7,00 


972 


145 


6,70 


827 


134 


6,17 


693 


126 


5,50 


567 


114 


4,97 


453 


97 


4,67 


356 


79 


4,51 


277 


62 


4,47 


215 


49 


4,39 


166 


39 


4,26 


127 


31 


4,10 


96 


24 


4,00 


72 


19 


3,79 


53 


15 


3,53 


38 


12 


3,17 


26 


9 


2,89 


17 


7 


2,43 


10 


5 


2,00 


5 


3 


1,67 


2 


2 


1,00 



7. Dippe, über einige Aufgaben und Lehrsätze des Herrn Prof. Steiner. 65 

7. 
Über einige Aufgaben und Lehrsätze des Herrn 

Prof. Steinen 

(Von dem Herrn Stud. Dippe zu Halle.) 



Lehrsatz Ober die Letaniacate (Bd. 14. Hfl. 1. S. 88. No.l.). 

„.Bestimmt man in der Hauptachse DE (Fig. 9.) einer gewöhnlichen 
Letoniscate den Panel F oder G y welcher zu den Scheiteln dieser Achse 
D, E nhd dem einen oder andern Grundpuncte A oder B der vierte dem 
letztern zugeordnete harmonische Pnnct ist, und fället ans diesem Pnncte 
auf irgend einen reellen Durchmesser der Curve ein Perpendikel FH oder 
GK: so ist das Rechteck unter den Abstanden des Fufspunctes dieses Per- 
pendikels Yon den Endpuncten jenes Durchmessers, also das Rechteck 
HL. HU, oder KN.KL, für alle Durchmesser yon constantem Inhalt, und 
zwar ist dieser Inhalt gleich dem Quadrate der halben Hauptachse, d. i. 
= ME 2 , und somit gleich dem Flächeninhalte der Curve/' 

Beweis. Die Polargleichung der Lemniscate ist (cf. Magnus Aufg. 

§. 62. 61. 3.) 

u 2 = m 2 cos 2 /, 

wo a die halbe Hauptachse bedeutet, üf der Pol und < = ist, wenn 

u = MB = a. 

Durch eine leichte Umformung erhall man 

ti* = a'(2cos<*— 1) und ä 1 = 2a 2 cos t 2 — «*, 

oder, wenn man 2a 2 =^ 2 setzt, 

a 2 = ( g cos t — ü) (g cos /+ u )i 

was die Aussage des obigen Lehrsatzes ist. Denn g — a^2=MG=MF 

ist die Entfernung des geforderten harmonischen Punctes G oder F von 

M 4 wie sich aus der harmonischen Proportion 

DB BE = DG:EG oder DB + BE:BE = DG + EGEG 

ergiebt, wenn man die Linien alle absolut nimmt. 

Nun ist ferner das Differential eines Sectors 

05r = ^ = o 2 cos2/d*, folglich & = 4a 2 f +k "coB2ldt=:a 2 . 

Es ist also das Rechteck LN.NH, und eben so HL.HN dem Inhalte der 
Lemniscate gleich. 

CreHe's Journal d. M. Bd. XVI. Hft.1. 9 



66 7, Hippe, über einige Auf gaben und Lehrsätze des Herrn Prof Steiner. 

Aufgabe (a. a. 0. S.89. No. 4.).! 

1) „Wenn die Grundlinien zweier Dreiecke, einzeln genommen, ge- 
geben sind, and wenn die Summe der vier übrigen Seiten gegeben ist, so 
sollen diese letztern einzeln so bestimmt werden, dafs die Summe der Flä- 
cheninhalte beider Dreiecke ein Maximum wird/* 

2) „Wenn die Summe der Flächeninhalte zweier Dreiecke und ihre 
Grundlinien einzeln gegeben sind, so soll mqn ihre übrigen 4 Seiten finden, 
fflr den Fall, wo die Summe derselben ein Maximum ist." 

Auflösung von 1. Wie auch die Verkeilung geschehen möge: die 

Dreiecke müssen gleichschenklig sein, damit ein Maximum des Inhalts Statt 

finde. 

Die Grundlinien seien m und m\ 

die Seiten der Dreiecke a und o*, 
die Winkel an den Grundlinien a und a'. 
Dann ist 

2(a+ö , ) = C oder o + & = £=:c 

gegeben» 

Die Summe des Inhalts der beiden Dreiecke ist 

1. £(i»<rsina-J-r/iVsina). 
Damit dieser Werth ein Maximum sei, mufs zuvörderst 

msinada +m $ tina f d(f-\'Omcosad*'\-rfm f co8a t da! n 

i. ^ U 

sein. Zur Vereinfachung der Gleichung (2.) dient 

a-\-& = c, also dö-\-d<f = O ß 

_ iw . *\ tnotf 

cosrt =-s-r .... smaaa 
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, m' , Q t m f da f 

wodurch die Gleichung (2.) übergeht in 

4. msina' = m'sina. 
Damit also oben ein Maximum Statt finde, müssen sich die Sinus der Win- 
kel an den Grundlinien verhallen, wie diese Grundlinien selbst 

Um a selbst zu bestimmen, quadrire man die Gleichung (4). Dies 
giebt, wenn wir statt der Sinus die Cosinus einführen und die Gleichung 
(3.) zu Hülfe nehmen: 

5. o 4 — 2ccr + c ? o 2 — 57-t m<*+Tr-r™7ir = °- 

1 2 (in 1 — m t% ) ■ 4(m I — m n ) 



7. Hippe, über einige Aufgaben und Lehrsätze des Herrn Prof. Steiner. 67 
Die Aufgabe ist also auf elementarem Wege nicht zu construiren, aufcer wenn 



m = tfi\ 



Alsdann ist 



T-'- 



nnd die beiden Dreiecke sind also congruent 

Um zu entscheiden, ob die Wurzeln der Gleichung (5.) alle einem 
Maximum angehören, müssen wir den zweiten Differentialquotienten der 
Gleichung (2.) bilden, und dieselbe zu diesem Ende unter die Form 

6. S=i[mJ(4f — ro 2 )-fwy(4(<?— er) 2 — m*)] 
bringen, indem 

asina=iy(4(7 7 — m 2 ), a'sina' = ^{/k{c— af — m n ) 

ist. Hieraus folgt 

~ dS mc m f (c — c) 

und 

o w_ r *»* + mü i 

° m do'~ [ßo*— m f ft ' (4(c — cy-m'*)* J 

Der zweite Differentialquotient ist also bestfindig negativ: folglich gehören 
alle reellen Werthe von o, welche die Gleichung (5.) befriedigen, einem 
Maximum an. 

Die Gleichung (5.) hat aber, so lange 

2c>m-^m' , 
also so lange noch Dreiecke möglich sind, stets zwei imaginäre und zwei 
reelle, positive Wurzeln. Bezeichnen wir die letztern durch a n o 2 , so ist stets 

Oi <C c , o 2 !> c. 
Wir erhalten also für a' = c — a im zweiten Falle einen negativen Werth, 
d. h. die Gleichung (5.) enthalt die Lösung der obigen Aufgabe, wenn 

o±o' = c 
gegeben ist, und es sind beide Falle nicht von einander zu trennen. 

Auflösung von 2. Auch hier müssen die Dreiecke gleichschenklig 
sein, damit bei jeder beliebigen Vertheilung des gegebenen Flächeninhalts 
die Summe der Seiten ein Minimum sei. 

Bezeichnet man durch <p und q>' die über den Grundlinien 2 m und 
2m' zu construirenden Dreiecke, so ist die Summe ihrer übrigen 4 Seiten 

msina ' m'sina' 1 

wo a und a! wiederum die Winkel an den Grundlinien 2 m und 2m' sind. 

9* 



68 T. Dippe, über einige Aufgaben und Lehnätze de* Herrn Prof. Steiner. 
Soll S ein Minimum sein, so mufs 

!Hp dqpNnsina msina* ■" m'sina' m'sina' 1 / = 
sein. Hit Hülfe der Gleichungen * 

3 . tp = m'tang«, da == y m , t 

^ _*_ —'2 i aBff j a „' fly/cosa" 

(p=m fandet, da = — ^ — 

geht die Gleichung (2.) Ober in 

4. m'sina = msina', 

welches dieselbe Bedingungsgleicbung ist, die für den erste? Theil der 
Aufgabe erfüllt werden mufste. Man erhält daraus zur Bestimmung von <p, 
wenn man statt der Sinus die Tangenten einführt, mit Hülfe der Glei- 
chungen (3.): 

Der zweite Differentialquotient von S, in Beziehung auf q>, ist 



d9* (mHf 1 ) 1 (m' 4 +(C— <p) f )* ' 

also beständig positiv: folglich gehören alle Wurzeln der Gleichung (5.) 
einem Minimum an. 

Die Gleichung (5.) hat stets zwei unmögliche und zwei reelle, po- 
sitive Wurzeln und umschliefst die Lösung der beiden Fülle 

q>±(p f =i C; 

denn der eine Werth von q> ist stets kleiner, der andere stets gröfser als C. 
Ist übrigens m = tri, so ist, wie vorhin, 

und die beiden Dreiecke sind congruent. 

Endlich, wenn 9 und <p' bestimmt sind, so ergeben sieb die Seiten 

•(m'+p') •(»»"+?") 



Aufgabe 14. und 15. a. a. 0. S. 91. 
„Lfifst man bei einem gegebenen Kreise einen Bogen, von dessen 
Endpuncten der eine fest ist, von Null an stetig wachsen,, so beschreibt 
sein Schwerpunct irgend eine krumme Linie. Welche Eigenschaft hat diese 
barycentrische Linie?" etc. 
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Auflösung. Es sei zunächst in der Ebene irgend ein Polygon abcdef 
(Fig. 10.) gegeben. Dann liegt der Schwerpunct der ersten Seite ab in 
der Mitte derselben, in a; der Schwerpunct von abc in irgend einem 
Puncto der die Mitten von ab und bc verbindenden geraden Linie, etwa 
in ß; ferner liegt der Schwerpunct von ab cd auf der geraden Linie, 
welche den Schwerpunct ß mit dem Schwerpuncte von cd verbindet, .also 
in y *twa, und so fort in <?, e etc. 

Werden nun die Seiten des Polygons immer kleiner, so geht das- 
selbe, an der Grenze, Ober in eine stetige Curve, an welche die Linien ßr, 
ys, dt Tangenten sind« In der Grenze fällt aber t mit e und f zusam- 
men, d.h. der Schwerpunct des Endpunctes eines Bogens ist von dem 
Endpuncte selbst nicht verschieden. Wir erkennen hieraus folgenden Satz: 

„Die barycentrische Curve, welche von dem Schwerpuncte eines 
wachsenden Bogens irgend einer ebenen Curve beschrieben wird, hat die 
Eigenschaft, dafs jede Tangente an dieselbe durch den beweglichen Endpunct 
des Bogens geht, welchem der Berflhrungspunct als Schwerpunct angehört." 

Ist nun ferner irgend ein ebenes Polygon aßyde • . ♦ . (Fig. 11.) ge- 
geben, so bestimmen sich die Schwerpuncte der Flächen aßya, aßyda etc., 
indem man den Schwerpunct a des ersten Dreiecks mit dem Schwerpuncte 
b des zweiten durch die Gerade ab verbindet Dann liegt der Schwer- 
punct von aßyda irgendwo auf ab, etwa in a\ Eben so liegt der Schwer- 
punct von aßydea auf a'c, welche den Schwerpunct von aßyda mit 
dem Schwerpuncte des folgenden Dreiecks verbindet etc. 

Geht nun das Polygon Ober in eine Curve, so wird auch das Poly- 
gon aaW" eine Curve, welche der geometrische Ort der Schwerpuncte 
aller Segmente ist, die von der Curve und einer durch den festen Punct 
a gehenden beweglichen Sehne begrenzt werden. Die Linien a'c, af'd, 
d"e werden zu Tangenten an die barycentrische Curve. Dies giebt fol- 
genden Satz zu erkennen: 

„Die barycentrische Curve, welche von dem Schwerpuncte eines 
wachsenden Segmentes, dessen begrenzende Sehne durch einen festen Punct 
der Curve geht, beschrieben wird, hat die Eigenschaft, dafs jede Tangente 
an dieselbe die bewegliche Sehne, welche das dem Beröhrungspuncte zu- 
gehörige Segment begrenzt, in einem constanten Verhältnisse theilt, so 
nemlich, dafs der dem festen Puncto anliegende Abschnitt sich zum andern 
verhalte, wie 2 zu 1/' 
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Denn der Schwerpunct des letzten Elementes eines solchen Seg- 
ments liegt auf der begrenzenden Sehne, und zwar um $ derselben vom 
festen Puncte entfernt. 

Man gelangt zu denselben Sätzen durch folgende analytische Be- 
trachtung. 

Lassen wir einen Körper, eine Fläche oder Linie, nach irgend einem 
besetze von Null an wachsen, und bedeuten 5 die Gröfse eines begrenz- 
ten Theiles des Körpers, der Fläche, der Linie, x l y i z l die Coordinaten 
des Schwerpunct von S, und (j?), (y), (?) die Coordinaten des Schwer- 
puncts des begrenzenden Elementes von S, so ist 

Sx t =f(x)8S, Sy t =:f(y)dS, Sz^fadS. 
und, wenn wir x l y x z l als veränderlich betrachten, 

Sflxt = ((*)--*i)öS, Sdy s *=i(y)-ydd8, Sdz^tW-zJdS, 
woraus folgt: 

3n _ iy)—y% B*% (*)—*> 

dx t (x) — x x dx t (x) — x x 

Die letzten Gleichungen zeigen, dafs die Tangente an den Punct 
x l y t z l mit derjenigen geraden Linie zusammenfällt, welche den Beruh- 
rungspunct mit dem Schwerpuncle des letzten Elementes des Körpers etc. 
verbindet, fflr welchen x 1 y l z l der Schwerpunct ist. Wir sehen also, 
dafs diese Eigenschaft allen barycentrischen Curven, sie mögen einfacher 
oder doppelter Krümmung sein, gemeinsam und dafs sie eine characteri- 
stische Eigenschaft derselben ist. 

Die Gleichungen der barycentrischen Curven, welche wachsenden 
Bogen, Segmenten etc. bestimmter gegebener Curven angehören, lassen 
sich nur in einzelnen Fällen in endlicher Form darstellen. 

Ist z. B. die gegebene Curve der Kreis 

f + x 2 — a 2 = 0, 
und soll die Curve bestimmt werden, welche der Schwerpunct eines von 
Null an wachsenden Bogens $ beschreibt, so ist 

S Xi ^J{ x )dS^fxdS f Sy t =fty)dS=:fydS, 

indem hier der Schwerpunct eines Elementes mit demselben zusammenfällt. 

Nun ist S • S 

u a? = acos — , y = asin — , 

folglich 

Sx ± = a /cos — BS— dfsin— , Sy t — a/sin — ö S = a 2 ^! — cos — ), 
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g 
und wenn man — = / setzt, so hat man zur Bestimmung der barycentrischen 

Curve die beiden Gleichungen 

as'mt a(i-cost) 

x 1 = - 1 — , y 1 = - . 

Es erhellen aus diesen Gleichungen folgende Eigenschaften: 

1) Es liegt kein Punct der Curve auf der negativen Seite der y. 

2) Die Curve macht eine unendliche Anzahl immer mehr sich ver- 
engender Windungen, und jede Windung berührt die vorhergehenden, nebst 
der Achse der x, im Anfangspuncte der Coordinaten, so oft 

t = (2*4-2)* 
ist, wo fflr k alle ganzen Zahlen von an zu setzen sind. 

3) Die Achse der y wird, aufser im Anfangspuncte, wo die Curve 
unendlich viele Male dieselbe schneidet, noch in unendlich vielen verschie- 
denen Puncten geschnitten, so oft 

/ = (2*-f-l)7l 

ist, und diese Puncte selbst sind gegeben durch 

ß yi)) = (24+1)« " 

Eine Gleichung zwischen y t und x x Iftfst sich aber nicht unter endlicher 

Form darstellen. 

Eine Curve von ganz ähnlichen Eigenschaften beschreibt der Schwer- 

punct eines wachsenden Sectors, dessen Scheitel im Mittelpunct des Kreises, 

und dessen einer Schenkel fest ist« Hier ist 

a % dt 



(*) = **, (r) = *r> ss 



wenn / = — : folglich 



Sx x — !jJco$tdt=i — ~ n -, Äy 1 ==«jysin/ö/=== y(i— cos*)* 



und da S =- ^-, 



oft 
2 



2a sin* 2a (i — cos*) 

** — T # "T"* r% — T i 



Anch diese Curve macht unzählige Windungen, von denen jede die vorher- 
gehende im Mittelpuncte des Kreises beröhrt und von derselben ganz ein- 
geschlossen wird. Die Durchschnlttspuncte der Achse der y sind hier ge- 
geben durch 



3(2A-f-l)* 
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Man sieht leicht, dafs die barycentrischen Coron, welche wachsenden Bogen, 
Segmenten, Sectoren solcher Carven angehören, die in Beziehung auf *wei 
Achsen symmetrisch sind, wie die Ellipse, in den angeführten Eigen- 
schaften mit den obigen Curven übereinstimmen werden. 

Gehen wir jetzt zur Bestimmung einiger barycentrischen Curven Ober, 
deren Gleichung sich nnter endlicher Form erhalten läfst. 

Um die barycentrische Curve zu bestimmen, welche vom Schwer- 
punct einer Fläche beschrieben wird, die, begrenzt vom Bogen und den 
Coordinaten des Endpunctes derselben, mit dem Bogen wächst, hat man 

*=Jydx, sx l =^Jyxdx, *y , i=j\y i dxi 

denn der Schwerpunct eines Elementes liegt hier auf der Mitte der Ordinate. 

Es sei nun z. B. 

px = y" 

die allgemeine Gleichung der Parabeln, so ist 

1 l+/i 1 1+2« 1 2*4-1 



np n x * np n x " np*x n 

* T+7T"' 8Xl ~ 1 + 2» ' ***— 2(2+») ' 

Hieraus ergiebt sich für die barycentrische Curve die Gleichung 

y n _ (l+nr-H + 2 % 
yi ~ 2(2+»)» pXi 

» 

Di« barycentrische Curve ist also hier eine Parabel derselben Ordnung, wie 
die gegebene. Für die Flfiche der gemeinen Parabel, wo n = 2, ist 

die Gleichung der barycentrischen Curve. 

Zur Bestimmung der barycentrischen Curve, welche der Schwer- 
punct eines wachsenden Segmentes beschreibt, dessen einer Endpunct fest 
ist, haben wir 

9^=JyBx — ^, sx i = ifxds > sy^yyds; 

denn der Schwerpunct eines Elementes ist um f der Sehne vom festen 
Puncto entfernt. 

Für die Parabeln px = y" ist, wenn man die Segmente vom An- 
fangspuncte der Coordinaten an wachsen läfst : 

»-1 4 4 1 ^ , (»-1) *T *? 

t \\ 2 »+ 2 
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woraus die Gleichung der barycen frischen Curvfe: 



_ a-^(Hn)^(i+2n) 



9*- ä {2 + ny 



* 



welche also wiederum eine Parabel derselben Ordnung ist. Für die gemeine 
Parabel, wo w = 2, ist die barycentrische Corve der Segmente 

yl = |f *i- 
Wenn man ferner eine Parabel px — y n sich um die Achse der x 

drehen Ififst, und man will die Curve bestimmen, welche der Schwerpunct 
des von der krummen Oberfläche, von einer durch die Achse der x senk- 
recht auf die Ebene der xy gelegten Ebene und von den von den Ordinalen 
beschriebenen Kreisen begrenzten Volumens beschreibt, so hat man: 

2 
T *+2n 



Sx > = Tfy 3 *^ = *££>* 



n 



3 



woraus 



Ist n = 2, so ist 



yi 3" «"(3+»)" " * 



2 _ <28 



Die barycentrische Curve ist also hier ebenfalls eine Parabel derselben 

t 

Ordnung. 

Was die Umkehrung der obigen Aufgabe betrifft, so reichen die 
Gleichungen 

S* t =ßx)B8, S yi =ßy)dS 

nicht aus, die Gleichung derjenigen Curve darzustellen, für deren wachsende 

■ * • 

Bogen, Segmente etc. eine gegebene Curve 

a*i,yi) = o 

der geometrische Ort der Schwerpuncte ist, aufser wenn man die Natur dieser 
Curve im Voraus bestimmen kann. So ist es z. B. leicht, zu jeder Parabel 
eine andere Parabel derselben Ordnung zu finden, für deren Segmente etc. 
die erstere barycentrische Curve ist. 
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Im 13. Bande des Journals No. 28. 4. wird der Beweis verlangt, 4afs, 
wenn die Summe der arten Potenzen der Entfernungen a, b, c eines Pnnctes P 
von drei gegebenen Pnncten A, B, C in derselben Ebene, ein Minimum sein 
soll, folgende Bedingungsgleichungen Statt finden müssen: 

o*- 1 sin (ac) = b*~ l sin (bc), ä*- 1 sin (ab) = c*- 1 sin (**), 
wo (ac), (ab\ (be) die von den Linien a und c } a und b, b und c gebil- 
deten Winkel bedeuten. 

Es seien die drei Pancte A, B, C bestimmt durch ihre rechtwinkligen 
Coordinaten 

so ist, wenn wir die Coordinaten von P durch 

X, Y 
bezeichnen : 

^[(jr-^-Hr-y»)']*, 

Soll nun 

ein Minimum sein, so ist notbwendig 

oder 

l o*- 2 (IT- x' ) + **" 2 (X - x») + c*~ 2 ( JT- *'") = 0, 

2# jii^ 2 (r-/)+^- 2 (F- y '')+^ 2 ci r -^) — o, 

welche Gleichungen unmittelbar übergehen in 

ia^costfjL-f A^cosÄi-f-c^cosi?! = 0, 
j ä*- 1 sin a, -f b x ~ l sin ^ -f <?~ l sin c t = 0, 

wo ö M Äi, c x die Winkel sind, welche a, i, c mit der ersten Achse bilden. 
Wenn man aus den Gleichungen (3.) zuerst c, dann b, dann a eli- 

minirt, so erhält man: 

So*" 1 (cos a x sin c 4 — sin a t cos c x ) -f- i^ 1 (cos b L sin Ct — sin b t cos $i) = 0, 
ä*" 1 (cos iix sin b k — sin ^ cos b x ) -f c**" 1 (cos c 2 sin b t — sin $ t cos b % ) = 0, 
i**" 1 (cos b L sin a A — sin b x cos 4) -f c*~ l (cos c x sin a x — sin c x cos aj = 0. 
Statt dieser Gleichung haben wir, wenn wir durch (öc), (ab\ (be) die von 
den Linien a, b, c gebildeten Winkel bezeichnen: 



7. Hippe, über einige Aufgaben und Lehr »ätze de» Herrn Pref. Steiner. 75 

5. }a?- t s\n(ba)-\-c x - 1 8m(bc) = 0, 
b x - l Bmiab)-\-e x - 1 8in(ae) = 0. 

Die beiden ersten der Gleichungen (5.) sind die vom Herrn Prof. Steiner 
aufgestellten Bedingungsgleichungen, zu welchen noch eine dritte hinzukommt, 
die aber eine Folge der beiden andern ist. 

Eliminirt man aus den Gleichungen (2.) c, und dann b, so er- 
halt man: 

= <f- i [(X-x'XY-y"')-{X-x'")(Y-y>)] 

+b*->l(X-x")(Y-y"')-(X-x'"XY-y>% 
= a *->[{X-a>)(Y-y»)-{X-x»)(Y-S)1 
+ c*->[(X-*"'HY-y»)-(X -*")(¥-/•% 

und auf dieselbe Art könnte man noch eine dritte Gleichung gewinnen, 
worin a nicht vorkommt; allein sie würde eine Folge der Gleichungen 
(6.) sein. 

Die Gleichungen (6.) reichen hin, für jeden Werth von x den Punct 
P zu bestimmen. Uebrigens hat Herr F. H einen in einer Abhandlung 
„Ueber Systeme von Kräften (Cleve, 1834)" den Gleichungen (6.) ganz 
analoge Bedingungsgleichungen aufgestellt, für den allgemeinen Fall, dafs 
n Puncte im Räume gegeben sind, und ein Punct P gefunden werden soll, 
für welchen die Summe der aten Potenzen der Entfernungen von jenen 
ft Puncten ein Minimum ist. 

Halle, im August 1835. 
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s. 

Note sur le calcul des momens d'inertie d'une ellipsoide 
homogene par rapport k ses trois axes. 

(Par Mr. R. Lobaito, Docteur en sciences a la Haye.) 



JLiorsqu'il s'agit d'evalaer le moment d'inertie d'ane ellipsoide entiere, par 
rapport a Tun de ses axes, on peut y parvenir sans etfectoer agcune In- 
tegration , des que Ton a trouve celai d'une sphere par rapport a son dia- 
metre. C'est ce que nous nous proposons de faire voir dans cette note. 

Nous indiquerons d'abord an moyen d'obtenir assez simplement le 
moment d'inertie d'une sphere par rapport a son centre, et d'en deduire en- 
suite celai relatif ä son diametre. 

En effet designons par r le rayon de la sphere, et les coordonnees 

rectangulaires d'un point quelconque de sa sarface par x, y, z, de sorte que 

Tequation de colle-ci soit 

a* + y* + J = r \ 

La masse M de 2a sphere ayant pour valeur -§— *"** 9 däsignant la 

densite, si Ton con^oit que son volunie soit decompose en une infinite de 
couches concetitriques de möme epaisseur, il est evident qu'en mommant r 
la distance du centre a Tuue de ces couches, la masse de celle-ci s'ex- 
primera par 4(jnr l7 dr t , difierentielle de la masse entiere; la somme des 
produits de chacun de ces elemens par le carrä de sa distance au centre, 
aura pour valeur 4Qnr' 4 dr f : donc en integrant cette difierentielle depuisr , =0, 
jusqu'a r'=r, il en resultera immediatement pour le moment d'inertie de la 
sphere par rapport a son centre £p;rr 5 = £r 2 itf. Cette derniere quantitä 
exprimera ainsi la valeur de l'integrale triple 

(#* +y 2 -\-z 7 )dxdydz 

£tendae a la masse entiere du corps. 

Or puisqu'on a evidemment dans la sphere 

fffx 2 dxdydz=fffy*dxdydz = 

on en conclura 



ffß> 



> 
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i vf/fö ****** = %fffa\?\*)***Y**> 
\*ffft x% +Y*)***r.**=^fffo+f+*)***Y**i 

doBC le moment d'inortie par rapport ä an diametre sera £gal ao prodait 

Passons maintenant a rellipsoide. L'equation de sa surface pourra Ätre 
mise sous la forme 

-£lj- y * 4- z% = 1 

2a, 2b, 2 c etant les longueurs de ses trois axes. Faisons a? = — , 
y== — , * = — , ce qui reduira l'equation precedente ä 

de sorte que x', y', z' marquent le9 coordonnees de la sarface d'une sphere 
dont le rayon =r. Si Ton effectue les möme substitutions dans .'integrale 
triple qui enonce le moment d'inerlie par rapport ä Taxe des z, cette integrale 
se changera en 

<f ^fffo^+b*y»)dx'dy>dz' 

= 9^Jj^ 
Or, chacune de ses integrales se rapportant ä one spbere, on aura sur le 
champ, en vertu de la premiere des equations (a.) pour la valeur du moment 
d'inerlie : 

d'oä Ton deduit ceux relatifs aox axes des x et z par on simple changement 
de lettres. 

Le procede que nous venons d'exposer nous a paru plus simple que 
celui employe jusqu'ici dans les traites de mäcanique; et il est nise de s'as- 
surer qu'on pourrait encore I'appliquer au cas oü il faudrait calculer le mo- 
ment d'inertie d'une portion d'ellipsolde comprise entre deux sections paral- 
leles a Tun des plans de projection. 

La Haye, Fevrier 1836. 
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9. 

Einige Bemerkungen über elliptische Functionen. 

(Vom Herrn Prof. Dr. Gudermann zu Münster.) 



1. Cime durch merkwürdige Eigenschaften ausgezeichnete sphärische trans- 
cendente Curve, deren Gleichung 

cos (*'.#). cos y bbs K 

ist, wo x die Abscisse und y die zugehörige senkrechte Applicate eines be- 
liebigen Punctes der Curve, k = sinO den Modul, also &'==cos0 das Com- 
plement des Moduls vorstellt, versinnlicht am besten den Zusammenhang 
aller elliptischen Functionen und Amplituden mit dem Argumente. Jene 
Gleichung hat Aehnlichfceit mit der Gleichung cos o?. cos y = K eines sphäri- 
schen Kreises, dessen Radius ist, und die Curve selbst stimmt in vielen 

Eigenschaften mit dem Kreise überein. Setzt man d=z—, so verwan- 
delt sich die obige Gleichung, in welcher nun aber der Anfangspunct ver- 
legt werden mufs, in 

co3 y = -qb> 

d. h. in die Gleichung der sphärischen Longitudinale, welche ebenfalls meh- 
rere bemerkenswerte Eigenschaften besitzt. 

%. Der Zusammenhang zwischen den elliptischen Functionen, ihren 
Amplituden und dem Argumente wird auch geometrisch dargestellt durch 
eine sphärische Curve, deren Gleichung 

Q=sam(s) und v = k.s 

ist, wo ? einen sphärischen Leitstrahl eines Winkels, v den veränderlichen 
Winkel, welchen der Leitstrahl mit seiner ursprünglichen Richtung macht, 
und s den Bogen der Curve vorstellt Der Winkel, welchen eine Berüh- 
rungslinie der Curve mit dem Leitstrahle q des Berührungspunctes macht, 

ist dann == am (fo, -r- j , und durch eben diese Amplüud kann auch die 

Fläche ausgedrückt werden. Die Curve läuft, in unzähligen Windungen 
um die Kugel, unendliche Male durch den Punct, von welchem aus die 
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Leitstrahle gezogen werden, und durch seinen Gegenpunct gehend, aber 
immer in anderen Richtungen, und läuft also nur in speciellen Pillen in 
sich zurück. 

3. Die Gleichung 

cosy . ©i«(y a?) = -jp 

in welcher x, y, k und k' die obige Bedeutung haben, stellt ebenfalls eine 
interessante Curve dar; die Applicate y ist jetzt die Amplitude des zuge- 
hörigen Bogens der Curve für den Modul k (oder y = am(*)), und der 
Winkel, welchen ein berührender Halbkreis mit der Applicate des Beruh- 

rungspunctes macht, ist wieder =am(ks, -r-), nach der in den Schriften des 

Herrn Prof. Jacobi gfingigen Bezeichnung. 

Monster, im Januar 1836. 
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10. 

Auflösung der Aufgabe No. 5. im 15. Bande S. 375 

dieses Journals. 

(Vom Herrn Rechnungs - Rath Brune zu Berlin.) 



Aufgabe. Zwei Seiten eines beliebigen gegebenen Dreiecks in zwei 
Abschnitte so zu theilen, dafs der untere Abschnitt der einen Seite sich 
zum obern der andern verhalle, wie jene Seite zu dieser, und dafs zu- 
gleich die Gerade, welche die beiden Theilungspuncte verbindet, ein Mi- 
nimum sei. 

Auflösung. (FiglS.) Man erweitere das gegebene Dreieck acb, 
dessen Seiten ac, bc getheilt werden sollen, zu einem Parallelogramm 
acbd, ziehe die Diagonale cd, falle auf diese aus den Winkeln a und b 
die Senkrechten af, bc, führe aus /"nach bc, parallel mit ac, die Gerade 
fy, und aus e nach ac, parallel mit bc, die Gerade ex: so sind x und y 
die gesuchten Theilungspuncte. 

Beweis. Da, wie aus der Construction unmittelbar folgt, ex mit 
da, fy mit db parallel und cf= de ist, so ist auch 

ax:ac = de: de, 

cy:bc = \J :dc: 



also ax:ac = cyibc, 
oder ax:cy = ac: bc, 
und daher auch by:cx = bc:ac. 
Um ferner zu beweisen, dafs xy auch ein Minimum sei, ziehe man 
noch die Geraden ae und bf. Alsdann ist (weil af gleich und mit be paral- 
lel ist), auch afbe ein Parallelogramm, folglich in den beiden Dreiecken 
aex, fby, 

ac = fb, £ aex = Z fby, Z *ax = Z. bfy, 
mithin, wegen der Congruenz dieser Dreiecke, ex = by, woraus weiter 
folgt, dafs xy auch parallel mit eb und daher perpendiculair auf cd ist. 
Nun kann in dem gegebenen Dreiecke acb nur eine einzige Gerade zu- 
gleich die beiden Seiten ac, bc nach dem gegebenen Verballnisse thei- 
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len und die Gerade cd. senkrecht schneiden; denn von zwei andern Thei- 
lungspuncten, die gleichfalls diesem Verhältnisse entsprechen, mufs nothvvendig 
der eine aber, der andere unter jene Gerade fallen, also die Verbindungs- 
linie sich mit der Diagonale cd sjchief winkelig schneiden. Gesetzt, es seien 
x f and y' zwei andere Theilungspuncte, so fälle man aus ihnen auf cd die 
Senkrechten x'g, y'h, und aus y' auf be die Senkrechte y'l. Da nun 

by' : ex 9 = bc : ac, 

ex : x g = ac : 1 , 

bl : by r = be : bc, 

so ist bl = x'g; 

folglich x'g-\- hy 1 = bl-\-le = be — xy. 
Aber x'g\hy' ist, als Summe zweier Catheten in zwei rechtwinkeligen 
Dreiecken, kleiner als die Summe der beiden Hypotenusen eben dieser Drei* 
ecke, das ist hier, kleiner als x'y'; mithin ist auch xy kleiner als x'y', und 
folglich xy ein Minimum. 

Anmerkung. Eben so leicht können auch zwei Gegenseilen eines 
gegebenen Vierecks nach gleichen Bedingungen getheilt werden. Sind (Fig. 13.) 

ab, de die zu theilenden Seiten des Vierecks abcd, so erweitere man das- 
selbe Aber eine der andern Seiten hinaus zu einem Sechsecke abedef, dessen 
Gegenseiten parallel und gleich sind, ziehe die beiden (parallel laufenden) 
Diagonalen ce, bf, fälle auf diese, beziehlich aus den Winkeln a, d, die Senk- 
rechten ug, dh, führe aus g nach de, parallel mit ab, die Gerade gy, und 
aus h nach ab } parallel mit de, die Gerade hx; so sind x und y die beiden 
Theilungspuncte. — Die Beweisführung ist der obigen beim Dreiecke analog, 
indem xy die beiden Diagonalen bf, ce senkrecht durchschneidet. 

Wären die beiden Gegenseiten ab, de parallel, so würde diejenige 
Gerade, welche dieselben, durch den Durchschnittspunct ihrer Diagonalen, 

ac, bd senkrecht verbindet, die beiden Theilungspuncte angeben. 
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11. 

Beweis eines vom Hrn. Prof. Dr. Steiner im 1. Hefte 
des 14. Bandes aufgestellten Lehrsatzes. 

(Vom Herrn Schaeltilaum, Privallehrer tax Berlin.) 



„(Sind zwei gegenüberstehende Kanten einer dreiseitigen Pyramide der 
„Gröfse nach gegeben, und liegen sie in zwei gegebenen festen Geraden 

« 

„A, A L : so ist bekanntlich der Körperinbalt der Pyramide constant, man 
„mag jene Kanten auf diesen festen Geraden annehmen, wo man will. 
„Dagegen ist die Oberfläche der Pyramide ein Minimum, 
„wenn man die Kanten so annimmt, dafs die Gerade, welche 
„ihre Mitten verbindet, auf beiden senkrecht steht." 

Seien in der Pyramide AB CD (Fig. 14.) die ihrer Gröfse und Rich- 
tung nach gegebenen Kanten AB — a, CD—a^ der senkrechte Ab- 
stand der festen Geraden, d. h. der Abstand zweier durch sie gelegten 
parallelen Ebenen, sei = p, und diese Senkrechte sei so gelegt, dafs sie 
die genannten Kanten, oder ihre Verlängerung, in E und F schneide, ZieEt 
man AF und BF, so entstehen zwei Pyramiden, die das Dreieck ABF znr 
gemeinsamen Grundfläche, und ihre Spitzen in C und D haben. Die ur- 
sprüngliche Pyramide ist die Summe oder Differenz der bezeichneten Py- 
ramiden, je nachdem die Puncte E und F in den festen Geraden, auch in 
a und fli liegen, oder nicht. Eine durch F gezogene Parallele mit AB 
liegt in der Ebene ABF und ist senkrecht auf EF; sie schliefst mit CD 
den Winkel (aa t ) ein, welchen die Geraden A und A x selbst mit einan- 
der bilden; da EF auch senkrecht auf CD, so ist (aa L ) zugleich der Win» 
kel, unter welchem CD gegen die Ebene ABF geneigt ist. Sonach -sind 
die Höben der beiden Pyramiden ABFC f ABFD beziebiieh CF . sin (a a k ), 
DF.sin(an 1 ); der Inhalt der gemeinsamen Grundfläche ist =\ap; also 
der Inhalt der Pyramide ABCD = \ap.± (CF-f DF) . sin (aa t ) = 

£-x-0a,/r.sin(aai). Dieser Ausdruck bleibt derselbe für jede Lage von E 

und F in Bezug auf a und a ly da CF oder DF negativ zu nehmen ist, 
sobald F nach einer von beiden Seiten über CD hinaus rückt. Er ist also 
oonstant für jede Lage von a und a x auf A und A t , da er nur von con- 
stanten Grössen abhängt. 
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Lfifst man nun, wfibrend a auf A irgend eine feste Lage bat, a x 
auf A x fortrücken, so bebalten C und D, die Spitzen der Seitendreiecke 
ABC und ABD, gleichen Abstand, welcher gleich der Summe oder Diffe- 
renz der Abstände dieser Puncto von F ist, je nachdem F in Bezog auf 
a t liegt. Wenn CF — DF, so habeu die Dreiecke ABC, ABD gleichen 
Inhalt; rockt a t fort, so ist die Summe der Inhalte jedes folgenden Paa- 
res zusammengehöriger Dreiecke gröfser als die Summe der Inhalte je- 
des vorhergehenden Paares, also ABC\ ABD<ABC'-\- ABD'< ABC 
ABD" u. s. w. 

Man lege (Fig. 15.) durch a und a t parallele Ebenen M, AT, und 
durch den Fufspunct E der Senkrechten EF in M eine Gerade a,, paral- 
lel mit a, ; ferner werde CF = DF angenommen, und die Dreiecke ABC, 
ABD seien vervollständigt. Von C und D aus fälle man Lothe auf M, 
welche die a 2 in P und P x treffen, so daib EP=EP X . Zieht man ferner von 
P und P 1 die Geraden PQ, P x Q i senkrecht auf a und verbindet C, Q und 
D, ft, so sind CQ und DQ l die Höben der Dreiecke ABC, ABD; da sie 
gleich sind, so sind auch die genannten Dreiecke, als Ober derselben 
Grundlinie, gleich grofs. Congruent sind die Dreiecke nur dann, wenn E 
die Milte von AB ist. — Nimmt man nun auf a x zwei andere Puncto C, D' 
ab Spitzen von Dreiecken Aber AB an, so nämlich, dafs CD' = CD, zieht 
die Senkrechten CF und D'P/, P'ff und P/0/, und die Höhen CQ 
und DQl. so verhalten sich die Dreiecke ABC( = ABD), ABC, ABD 
wie die drei Höhen CQ (»£00, CQ', D'Q{. Diese sind die Hypotenu- 
sen dreier rechtwinkliger Dreiecke, in welchen eine Kathete gleich ist. 
Werden diese Dreiecke so aufeinander gelegt, dafs die gleichen Katheten 
{CP, CP, D'P } ') zusammenfallen, und die drei andern Katheten in einer 
Geraden und auf derselben Seite von CP etc. liegen: so bilden, da 
PQ—FQ =r PSQi' — PQ die zwei Hypotenusen CQ 9 , DQJ mit dem 
dazwischen enthaltenen StQcjte der Kathete P/0/ ein Dreieck (Fig. 16.), 
dessen Grundlinie Q'Ql von der dritten Hypotenuse CQ in Q kalbirt wird. 
Verlängert man nun CQ, bis GQ = CQ, und zieht GQ X \ so ist ©0/ = CQ\ 
aber C0/^G0/>Ce (== 2CQ). Folglich sind die Dreiecke ABC ^ ABD' 
>2Dr. ABC — Diese Construction zeigt auch unmittelbar, dafs die Summe 
der Inhalte zweier zusammengehöriger Dreiecke um so gröfser wird, je 
mehr der Abstand ihrer Spitzen, CC — DD', von C und D, welchem der 
Abstand QQ' = 00/ proportional ist, wächst Von selbst ist klar, dafs, 

•11* 
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sobald a x über F hinaasgerOckt ist, und C, D' auf einerlei Seite von F lie- 
gen, alsdann die Summe der zusammengehörigen Dreiecke, mit zunehmen- 
der Entfernung der Geraden a x von F, immer gröfser wird. 

Sei nun die Pyramide ABCD (Fig. 17;) so beschaffen, dafs die 
Senkrechte auf die zwei festen Geraden A und A x die Mitten E und F 
von a und a x treffe. Dann sind die Seitendreiecke paarweise congru?nt, 
nämlich ABC = ABD } CDA = CDB. Rückt nun a x fort, etwa in die 
Lage C X D X , während a fest bleibt, so behalten die Dreiecke C X D X A, 
C X D X B gleichen Inhalt; aber die Summe der zwei übrigen Seitenflächen, 
ABCx-\-ABDn ist ^>ABC-\-ABD, und zwar um desto mehr, je gröfser 
CO = DD' wird. Unter allen so entstehenden Pyramiden bat somit ABCD 
die kleinste Oberfläche. — Hält man jetzt irgend eine Lage von a n etwa 
C X D X , fest, und läfst a fortrücken, etwa in die Lage A X B X : so behalten 
wieder zwei Seilendreiecke gleichen Inhalt, nämlich A x B X C X = A BC X , 
A X B X D X = ABD X ; die Summe der zwei übrigen Seitenflächen aber, C X D X A X 
-\-C x D x B x , ist >C x D x A-\-C x D x B,'unA zwar desto mehr, je gröfser AA % 
= BB X wird. Es ist somit die Oberfläche von A X B X C X D X > Oberfl. v. 
ABC i D l ^>ObeTÜ. v. ABCD, und diese letztere ist ein Minimum für alle 
Lagen, die a und a x auf den festen Geraden annehmen mögen. 

Die erste Hälfte des bewiesenen Lehrsatzes läfst übrigens noch die 
Verallgemeiüerung zu, „dafs alle dreiseitigen Pyramiden, in wel- 
chen das Product zweier gegenüberstehender, in zwei fe- 
sten Geraden A und A x liegender Kanten a und a x constani 
= a 2 ist, einen conslanten Inhalt haben," was aus dem Ausdrucke 
desselben. ^aa 1 ^sin(aa 1 ), von selbst hervorgeht. Nehmen nun die ge- 
nannten Kanten successive alle Werthe an, die der Bedingung aa x = a 2 
entsprechen, so hat nach dem Vorhergehenden, für jedes Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von a und a x , diejenige Pyramide die kleinste Oberfläche, 
in welcher die auf A und A x senkrechte Gerade p die Mitten von a und 
a L trifft. „Diese Reihen von Minimen hat aber selbst ihr Mi- 
nimum, wenn a = a x = a ist." 

Auf den festen Geraden nehme man (Fig. 18.) AB =zCD — a> und 
ferner A x B x =za, C x D x *=a x so an, dafs aa\ — a 7 i auch sollen diese 
Stücke so liegen, dafs ihre Miltelpuncle beziehlich mit den Endpuncten 
E, F der Senkrechten p zusammentreffen. Nun sind in der Pyramide 
ABCD alle Seitenflächen einander gleich, in der Pyramide A t B x C t D x sind 



/ 



11. Schaellibaum, Beweis eines Satzes von Steiner Bd. 14. Hft.i. 85 

sie paarweise gleich. Es genügt sonach zu zeigen, dafs die Summe der 
Dreiecke ABC, CDA kleiner als die Summe der Dreiecke AJBfi^ C t D x A^ 
oder, wenn man die Höhen derselben, CH—AL, C t H^ A^L^, con- 
struirt und beziehlich mit h, A A , A 2 bezeichnet, dafs 2o/i<d A 2 -f Uyh^ ist. 

Es ist — = — = „ u > -7-, folglich ah 7 >ah; ferner — =— = -ih- 1 
>-r> somit a^ <<«/*. 

A A 

Aber es ist auch -j- > -?- . Denn legt mau die rechtwinkligen Drei- 
ecke C l G l H l , i CGH, A l K l L l mit den gleichen Katheten (den Lothen 
CG, C t G x , AiKj auf einander, so dafs die ungleichen Katheten in einer 
Geraden und auf einerlei Seite der gleichen Katheten liegen, so bilden 
die Hypotenusen A t L t ^ C l H i mit dem dazwischen enthaltenen Stücke 
der Kathete K t L t ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen Grundlinie von 
der Hypotenuse CH so geschnitten wird, dafs die den Seiten A t L t , 
CiHt anliegenden Stöcke derselben sich zu einander verhalten, wiea:a. 
Sei das Dreieck ABC (Fig. 19.) das beschriebene Hypotenusendreieck, 
AC=A, ÄC=A 2 , und DC = h schneide die Grundlinie AB so, dafs 

•^jjs=-^. Zieht man aus D eine gegen CD unter dem Winkel CAD ge- 
neigte Gerade, welche die AC in F schneidet,* so ist das Dreieck ADC ähnlich 
dem Dreiecke DFÜ, und -^- = yg • Da ferner j^= ^< 7^ (=-£-), 

so ist DF>DB, somit im Dreiecke BFD der Winkel DBF>W.DFB; 
und weil auch W.CFD>W.CBD, ist W.CFB>Vi.CBF, alsoÄ 2 >CF/ 
A. ^ h 



TOd ~k - A t 

Hieraus folgt, dafs ^- £ >--4r, oder fji=^>£%> 1, 

9 7 « A» a t A 7 aA — «A «jA ' 

wie sich aus — >-r- ergiebt; und endlich, dafs 2fcA < oA 2 -}- tf i *i ; was zu 
beweisen war. 
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12. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

er9tere aufzulösen, letztere zu beweisen. 



(Vom Herrn Prof- Steiner zu Berlin.) 

Uie nachstehenden Sätze stehen zum Theil, wie man bemerken wird, mit 
den drei letzten, die im vorhergehenden Hefte gegeben worden, in eigen- 
tümlicher Beziehung. Was in der dortigen Anmerkung gesagt worden, gilt 
daher zugleich auch für einige der hier folgenden Sülze. 

1. Wenn ein Winkel und der Umfang eines ebenen oder sphärischen 
nEcks gegeben sind, so ist sein Inhalt ein Maximum, wenn ä) alle übrigen 
Winkel einander gleich und wenn es ß) einem Kreise umschrieben ist. 

2. Ist von zwei beliebigen Vielecken, einem nEck und einem » t Eck, 
von jedem ein Winkel (o.,a x ), und ist die Summe ihrer Umfange (U-\-ü % ) 
gegebep, so ist die Summe ihrer Flächeninhalte {F-\-f\) dann ein Minimum 
Maximomm, wenn jedes Vieleck, für sich betrachtet, den Bedingungen (<*,ß) 
des vorigen Satzes (1.) genügt, und wenn die ihnen eingeschriebenen Kreise 
einander gleich sind. (Das heifst: Wird die gegebene Summe U-\-U k auf 
alle möglieben Arten unter die Umfange ü, V l veri heilt, so ist für jeden 
Fall insbesondere die Summe der Flächeninhalte V-\-F x am gröfsten, wenn 
jedes Vieleck den Bedingungen des Satzes (1.) genügt; und nun ist unter 
allen diesen gröfsten Summen diejenige die kleinste (Minimum Maximoruro), 
welche statt findet, weun die den Vielecken eingeschriebenen Kreise einander 
gleich sind.} 

Dieser Satz gilt gleicherweise für drei, vier, fünf, .... Vielecke. 

3. Sind von einem ebenen oder sphärischen nEck die Summe von 
n — 1 Seiten und die dazwischen liegenden n— 2 Winkel (einzeln) gegeben, 
so -ist sein Inhalt dann am gröfsten, wenn die übrigen zwei Winkel einander 
gleich, und wenn jene n — 1 Seiten von einem Kreise berührt werden, dessen 
Mittclpunct in der fiten Seite liegt. 

4. I. Wenn von einem ebenen oder sphärischen Vierecke zwei 
Winkel, eine Seite und die Summe der drei übrigen Seiten gegeben sind, 
so sind dabei vier Fälle zu unterscheiden, nämlich 1) die gegebenen Win- 
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kel liegen an der gegebenen Seite, oder 2) keiner liegt an derselben, oder 
3) sie stehen einander gegenüber, oder endlich 4) sie liegen beide an einer 
Seite, die der gegebenen anliegt. Es ist die Frage, unter welcher Bedingung 
der Inhalt des Vierecks in jedem der vier Fälle, für sich betrachtet, ein 
Maximum oder Minimum sei. Für den Qrsten Fall (1.) findet dies z.B. 
statt, wenn die nicht gegebenen zwei Winkel einander gleich sind; und zwar 
findet dabei ein Maximum oder Minimum statt, je nachdem die Summe 
der gegebenen zwei Winkel gröfser oder« kleiner als n (2 Rechte); ist 
sie gerade —n, so ist die Aufgabe unbestimmt, d. h. alle Vierecke haben 
gleichen Inhalt. 

IL Die analoge Aufgabe, wenn ein Winkel, zwei Seiten und die 
Summe der zwei übrigen Seiten gegeben sind. 

5. Heifsen die Seiten eines ebenen oder sphärischen Dreiecks a, b, c, 
die ihnen gegenüberstehenden Winkel beziehlicb a, ß, y, und bezeichnet man 
den Inhalt des Dreiecks durch A, den Umfang durch u, die Summe der 
Seiten a x b durch s und die Summe der Winkel a, ß durch er, so finden für 
diese verschiedenen Gröfsen. in Hinsicht auf Maximum und Minimum, unter 
andern folgende Sätze statt: 





Gegeben. 


| Maximum. 


Minimum. 


Bedingung. 


i. 


u ß c 


&> y 




a = b. 


2. 


u 


A 




a = b = c. 


3. 


A, r 




u, c 


a = b, oder a =s ß. 


4. 


A 




u 


a = b == c. 


5. 


a, b 


A 




7=" + ß> 


6. 


a, ß 




u 


c\n = a\-b. 


7. 


9 


A 




a-snb und y = «-J-/9. 


8. 


a 




u 


a = ß und c-\-n = a+6. 


9. 


A 3 c 


r 


ö, u 9 s 


a = b. 


10. 


**, r 


s, Aß a 


c 


a~ß. 


H. 


A ß * 




y, u f c 


a = b. 


12. 


u, <r 


c, A, r 




a = ß. 


13. 


*> r 


Aß u 




a = b, oder a = ß. 


14. 

15. 


*> 7 


A 


c 


a == b. 


o, c 


7 


u 


a= ß. 


16. 


u ß A 


*9 7 


c> 7 


a = b, oder a =s ß. 


17. 


s, a 


A 




r =2ß. 


16. 


6ß a 




u 


c+n = 2b. 


\9. 


s—o, r 


A 


u 


a = 6. 


20. | 


c—y, c 


u 


A 


a = £ 
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Viele von diesen Sätzen sind allgemein bekannt, namentlich in Be- 
ziehung auf das ebene Dreieck. Einige gelten nur für das sphärische Drei- 
eck, wie man leicht bemerken wird. Man wird sie leicht in Worten aus-* 
sprechen können, z. B. der Satz No. 17. lautet wie folgt: 

„Wenn ein Winkel (a) eines ebenen oder sphärischen Dreiecks und 
die Summe s zweier Seiten (a,b) s wovon die eine dem Winkel gegenüber- 
liegt, gegeben sind, so ist sein Flächeninhalt (A) dann am gröfsten, wenn 
der Winkel (;*), weicher der dritten Seite gegenübersteht, doppelt so grofs 
ist, als der andere nicht gegebene Winkel (/?£" 

6. I. „Die unbegrenzten Schenkel eines gegebenen Winkels mit 
einer beliebigen krummen Linie so zu verbinden, da/s die dadurch ent- 
stehende Figur bei gegebenem Umfange den gröfsten Inhalt, oder bei 
gegebenem Inhalte den kleinsten Umfang habe. Welche Form mufs 
die genannte Linie haben, und welche Lage gegen die Schenkel des 
Winkels?" 

II. Die analoge sphärische Aufgabe. 

III. Die analoge Aufgabe im Räume, wenn z. B. (statt jenes Win- 
kels) ein gerader Kegel gegeben ist, von welchem ein Stück (dem Scheitel 
anliegend) abgeschnitten werden soll, das bei gegebener Oberfläche den 
gröfsten Körperinhalt hat. 

7. Unter allen sphärischen Dreiecken, welche irgend einem gegebenen 
sphärischen Dreiecke eingeschrieben sind, hat dasjenige den kleinsten Umfang, 
dessen Ecken in den Fufspuncten der (sphärischen) Perpendikel liegen, welche 
aus den Spitzen des gegebenen Dreiecks auf die gegenüberstehenden Seiten 
herabgelassen werden. (Beim ebenen Dreieck findet bekanntlich ein gleich- 
lautender Satz statt.) 

8. Unter allen sphärischen Dreiecken, welche irgend einem gege- 
benen sphärischen Dreiecke umschrieben sind, hat dasjenige den gröfsten 
Inhalt, dessen Seiten auf die Quadranten fallen, welche zwischen den Sei- 
ten des gegebenen Dreiecks und den ihnen gegenüberliegenden Ecken sich 
ziehen lassen. 

9. Unter allen sphärischen Vierecken, welche einem gegebenen 
sphärischen Vierecke um- oder eingeschrieben sind, die besondere Eigenschaft 
desjenigen anzugeben, dessen Inhalt eiti Maximum oder dessen Umfang ein 
Minimum ist. 
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10. Unter allen dreiseitigen Pyramiden, welche einer gegebenen 
dreiseitigen Pyramide eingeschrieben sind, diejenigen zu bestimmen, deren 
Oberfläche ein Minimum ist. (Desgleichen bei andern Polyedern.) 

11. I. Unter allen Kreissectoren (verschiedener Kreise aber) von 
gleichem Umfange, denjenigen zu finden, der so beschaffen ist, dafs der 
ihm eingeschriebene Kreis (der die beiden Radien und den Bogen berührt) 
ein Maximum, oder der ihm umschriebene Kreis ein Minimum ist. 

IL Desgleichen die analoge sphärische Aufgabe. 

12. Unter allen Kugelsectoren (d. i. ein gerader Kegel, dessen 
Grundfläche ein aus seinem Scheitel beschriebenes Kugelfläche - Segment ist) 
von gleicher Oberfläche denjenigen anzugeben, in welchen sich die gröfste, 
oder um welchen sich die kleinste Kugel beschreiben läfst. 

13. I. Unter allen sphärischen Kreissectoren auf der nämlichen 
KugelfläcBe und von gegebenem Umfange hat derjenige den gröfsten Flä- 
cheninhalt', dessen Centriwinkel (den die zwei sphärischen Radien am Pol 

des Kreises bilden) = — Rechte, und zwar ist dieser gröfste Inhalt dem 

Quadrat der Sehne gleich, welche einem der beiden sphärischen Radien, 
die den Sector bilden, zugehört (d. i. diejenige Gerade, welche die End- 
puncte eines der genannten Radien , innerhalb der Kugel , mit einander 
▼erbindet). 

IL Wenn der Umfang des Sectors gegeben, die Kugel aber nidht, 
so soll diese so bestimmt werden, dafs der Inhalt des Sectors ein Maxi- 
mum Maximorum wird. 

14. I. Unter den verschiedenen Geraden, welche die Fläche eines 
gegebenen Dreiecks in zwei gleiche Theile theilen, die kleinste oder 
gröfste anzugeben. Desgleichen wenn sich die Theile verhalten, wie n:m. 

IL Desgleichen wenn statt des Dreiecks irgend ein Vieleck, oder 
irgend eine ebene geschlossene Curve gegeben ist. 

III. Desgleichen bei den Figuren auf der Kugelfläche. 

15. I. Unter allen Ebenen, welche den Körperraum einer gege- 
benen dreiseitigen Pyramide in zwei gleiche Theile theilen (oder im Ver- 
hältnifs firm) diejenige anzugeben, bei welcher die Durchschnittsfigur den 
kleinsten oder gröfsten Inhalt oder Umfang bat. 

IL Desgleichen, wenn statt der genannten Pyramide irgend ein 
anderer Körper, von ebenen oder krummen Flächen begrenzt, gegeben ist. 

CrelleY Journal d. M. Bd. XVI. Hft.1. 12 
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16« I. Wird eine unbegrenzte prismatische (oder cylindrische) Säule 
von beliebigen Ebenen, die nicht mit den Kanten derselben parallel sind« 
geschnitten, so liegen die Schwerpuncte der Flächen der Durchschnitts- 
figuren alle in einer bestimmten Geraden A, welche den Kanten der Säule 
parallel ist. Diese Gerade A soll die „barycentristfhe Axe" d er- 
Säule heifsen. 

IL „Nimmt man in der barycentrischen Axe A einer prismati- 
schen Säule irgend zwei Puncte b, c an, legt durih jeden eine Ebene 
B, C, welche die Säule und ihre Kanten schneidet, so da/s ein schief 
oder parallel abgeschnittenes Prisma (oder Cgiinder) entsteht, so hat die T 
ses Prisma immer den nämlichen Inhalt, welche Lage man auch den 
schneidenden Ebenen oder Grundflächen B, C geben mag, wenn diesel- 
ben nur stets durch die festen Puncte b, c gehen." 
Oder: 

III. „Der Körperinhalt jedes beliebigen, schief oder parallel ab~ 
geschnittenen Prismas (oder Cgiinders) ist gleich dem Product aus der 
einen (oder andern) Grundfläche B oder C in das aus dem Schwerpuncte 
(c oder b) der andern auf sie gefällte Perpendikel" (Daher folgt auch, 
dafs der Inhalt jeder Grundfläche, oder jeder ebenen Durchsdbuhts - Figur, 
um so kleiner ist, je mehr der Neigungswinkel, den sie mit der barycen- 
trischen Axe bildet, sich dem Rechten nähert; dafs also jener ein Minimum 
wird, wenn letzterer diese Grenze erreicht.) 

IV. „Sind von einem beliebigen Prisma (oder Cgiinder) die eine 
Grundfläche (B) , die Lage der Seitenflächen, oder die Richtung der Län- 
gen-Kanten und der Körperinhalt gegeben, so ist die Gröfse und Lage 
der andern Grundfläche (C) zwar unbestimmt, aber in allen ihren Un- 
zähligen verschiedenen Lagen geht sie stets durch einen Und denselben 
bestimmten Punct (c), welcher zugleich ihr Schwerpunct ist, und in der 
barycentrischen Axe des Prismas liegt" 

In den besseren Lehrbüchern der Stereometrie wird ein Satz be- 
wiesen, welcher der einfachste Fall des vorstehenden Satzes (III.) ist; nur 
wird er unter einem andern Gesichlspuncte aufgefafst, nämlich es wird ge- 
zeigt: „dafs der Inhalt des schief abgeschnittenen dreiseitigen Pris- 
mas gleich sei dem Producte aus der einen Grundfläche in ein Drittheil 
der Summe der drei Perpendikel, welche aus den Ecken der andern 
Grundfläche auf jene herabgelassen werden." Durch den obigen Satz 
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wird der eigentliche Grund dieses Ausdrucks aufgeklärt, nämlich er ist durch 
die besondere Eigenschaft des Dreiecks bedingt: dafs der Seh wer p und sei- 
ner Fläche mit dem Schwerpunct seiner drei Eckpuncte zusammenfällt" 
denn diese Eigenschaft hat zur Folge, dafs die Summe der vorgenannten drei 
Perpendikel gerade dreimal so grofs ist, als das aus dem Schwerpuncte der 
zweiten Grundfläche auf die erste gefällte Perpendikel. 

17. L Wenn der Körperwinkel an der Spitze einer beliebigen Py- 
ramide (oder eines Kegels) nebst dem Körperinhalte derselben gegeben ist, 
so kann zwar ihre Grundfläche, der Gröfse und Lage nach, sich unendlich- 
fach verändern, aber sie ist dabei dem Gesetz unterworfen: „dafs sie in 
allen ihren verschiedenen Lagen eine bestimmte krumme Fläche be- 
rührt, und dafs der Berührung spunet zugleich ihr Schwerpunct ist.** 
Der Körperwinkel (oder Kegel) ist ein „Asymptoten- Körper winket" der 
krummen Fläche. 

II. Es sollen die Gleichung und die Eigenschaften der genannten 
krummen Fläche gefunden werden *). 

Aus der angegebenen Eigenschaft (I.) folgt weiter: 

III. „Dafs unter allen Pyramiden Coder Kegeln) von gleichem 
Inhalt und gemeinschaftlichem Körperwinkel an der Spitze, diejenige die 
kleinste Grundfläche hat, bei welcher das Perpendikel aus der Spitze 
auf die Grundfläche, den Schwerpunct der letztern trifft. 9 ' 

IV. „Und dafs unter allen Pyramiden (oder Kegeln) von gleich 
grofsen Grundflächen und gemeinschaftlichem Körperwinkel an der Spitze, 
diejenige den gröfsten Körperinhalt hat, welche die nämliche Eigen- 
schaft (III.) besitzt. 97 

18. I. Wenn ein beliebiger Körper der Form und Gröfse nach 
gegeben ist: von welcher krummen Fläche werden dann die gesammten 



# ) Ist der gegebene Körperwinkel insbesondere dreikantig, und werden seine Kan- 
ten zn Coordinaten-Axen angenommen, so hat die Gleichung der in Frage stehenden 
Flache (wie ans (I.) leicht folgt) die einfache Form 

xyz = A, 
woraus man sieht, dafs die Fläche drei Systeme von Kegelschnitten enthält, nämlich dafs 
sie von jeder Ebene, welche mit einer der drei Coordinaten-Ebenen (Seitenflächen de9 
Körperwinkels) parallel ist, in einem Kegelschnitt, und zwar in einer Hyperbel, geschnit- 
ten wird. 

Ist ferner statt des Körperwinkels ein Kegel zweiten Grades gegeben, so ist die 
zugehörige krumme Fläche ebenfalls nur von diesem Grade, nämlich sie ist das zwei- 
theilige Hyperboloid. 

12* 
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Ebenen, die von demselben gleich grofse Segmente abschneiden, berührt? 
und in welchem Puncto wird jede Ebene, als Grundfläche des Segments be- 
trachtet, von derselben berührt? (Ist z. B. die Oberflache des gegebenen 
Körpers vom zweiten Grade, so ist die gesuchte Fläche ihr ähnlich, mit ihr 
concentrisch , und die Grundfläche des Segments wird in ihrem Schwer- 
puncto beröhrt.) 

II. Dieselben Fragen, wenn anstatt des Segments dessen Grundfläche 
constanten Inhalt haben soll. 

19. Es giebt drei Polyeder, wovon jedes entweder fünf Seitenflä- 
chen oder fünf Ecken hat, nämlich 1) die vierseitige Pyramide (hat fünf 
Ecken und fünf Flächen), 2) die abgestumpfte dreiseilige Pyramide (oder 
das Prisma) und 3) die sechsflächige Doppelpyrämide (von sechs Dreiecken 
begrenzt und hat 5 Ecken). Angenommen diese drei Körper haben gleich 
grofse Oberflächen, und jeder sei so construirt, dafs sein Inhalt ein Maxi- 
mum ist, so ist, wenn man die Inhalte, nach der Reihe, durch a, b, e be- 
zeichnet, 

a:b = b:c, oder b 2 = ac, wobei *>•*>«/ 

und umgekehrt: haben die Körper gleichen Inhalt, und ist jeder so beschaf- 
fen, dafs seine Oberfläche ein Minimum ist, so hat man, wenn diese Ober- 
flächen durch a, ß 9 y bezeichnet werden, 

a:ß = ß:y, wobei a>/if>y. 

20. Welche Relationen finden nach Analogie des vorigen Satzes (19.), 
bei den verschiedenen Körpern Statt, welche sechs Ecken oder sechs Flä- 
chen haben? — Oder: wenn die 7 verschiedenen sechsflächigen Körper 
gleich grofse Oberflächen haben, und wenn jeder so beschaffen ist, dafs er 
den gröfsten Inhalt hat: in welcher Ordnung folgen dann diese Maxima, 
ihrer Grofse nach, aufeinander? welches ist z. B. das Kleinste? Und wel- 
ches Verhältnis haben unter diesen Umständen die Inhalte der einzelnen Seiten- 
flächen jedes Körpers, für sich betrachtet, zu einander? 

21. Wenn die Netzform eines Polyeders (d. h. die Anzahl, Gat- 
tung und Aufeinanderfolge seiner Seitenflächen) so wie seine Oberfläche 
(Summe aller Seitenflächen) gegeben ist: unter welchen Bedingungen ist 
dann sein Körperinhalt ein Maximum?" 

22. j, Wenn die Grundfläche einer vierseitigen Pyramide der Form 
und Grofse nach, und wenn die Summe der Seitenflächen gegeben ist, 
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so soll die Bedingung gefunden werden, unter welcher der Inhalt der 
Pyramide ein Maximum wird." 

Dieselbe Aufgabe in Rücksicht auf Pyramiden von beliebig vielen 
Seitenflächen. 

Die Lösung dieser Aufgabe ist meines Wissens nur für den beson- 
dern Fall bekannt, wo die Grundfläche der Pyramide einem Kreise umge- 
schrieben ist. Für den gegenwartigen allgemeinen Fall ist die Lösung we- 
niger leicht und einfach. 

23. Wenn die Grundfläche einer beliebigen Pyramide, der Form 
und Gröfse nach, nebst dem Körperinhalte derselben gegeben ist, so soll die 
Bedingung gefunden werden, unter welcher entweder 1) der Inhalt des 
Körperwinkels an der Spitze (d. i. die Summe seiner Fläcbenwinkel), oder 
2) die Summe der Kanten winkel an der Spitze, oder 3) die Summe der 
Körporwinkel an der Grundfläche ein Maximum wird. 

24. Wenn von einer beliebigen Pyramide der Körperwinkel an der 
Spitze (der Form und Gröfse nach) nebst dem Körperinbalte gegeben ist, 
so soll die Bedingung angegeben werden, unter welcher entweder 1) der 
Umfang der Grundfläche, oder 2) die Summe der Seitenflächen, oder 3) die 
ganze Oberfläche, oder 4) die Summe der Kanten, etc. ein Mini- 
mum wird. 

25. Wenn die Grundfläche einer beliebigen Pyramide (oder eines 
Kegels) der Form und Art nach (d. h. sie ist eioer gegebenen Figur ähn- 
lich) und wenn die Oberfläche derselben gegeben ist: unter welchen Bedin- 
gungen ist dann ihr Körperinbalt ein Maximum? 

Wenn insbesondere die Grundfläche ein Kreis, oder ein dem Kreise 
umgeschriebenes Vieleck ist, so ist bekanntlich der Inhalt der Pyramide ein 
Maximum, wenn die Summe der Seitenfläche dreimal so grofs als die Grund- 
fläche ist. 

26. Wenn die Grundfläche einer Pyramide der Form und Gröfse 

nach, und wenn die Summe der an der Spitze liegenden Kanten gegeben 

ist, so ist ihr Inhalt dann ein Maximum, wenn jede durch die Spitze der 

Grundfläche parallel gezogene Gerade mit jenen Kanten solche Winkel 

a > ß> 7 9 • • • • bildet , für welche stets die Gleichung 

cos a -f cos/9 -f cos y -j" • • ' • === 
statt findet. 
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27. „ Wenn die Grundfläche einer abgestumpften dreiseitigen Py- 
ramide der Font* und Gräfte nach, und wenn die Summe der vier übri- 
gen Flächen gegeben ist: unter welcher Bedingung ist dann ihr Inhalt 
ein Maximum?" 

Dieselbe Aufgabe für andere Pyramiden, oder ftfr den abgestumpf- 
ten Kegel, dessen gegebene Grundfläche ein Kreis ist. 

28. „Besteht die Oberfläche eines Körpers aus zwei T heilen: aus 
einer der Form und Gröfse nach gegebenen ebenen Figur A (als Grund- 
fläche angesehen) und aus einer nur der Gröfse nach gegebenen Fläche 
B, so soll man die Form der letzteren für den Fall finden, wo der In- 
halt des Körpers ein Maximum wird." 

Dieselbe Aufgabe für irgend einen besonderen Fall, z. B. wenn die 
gegebene Grundfläche A ein Dreieck, Viereck, etc. oder ein regelmäfsiges 
Vieleck, oder ein Kreissegment, oder eine Ellipse ist. (Ist A ein Kreis, 
so ist B ein Segment der Kugelfläche.) 

Oder dieselbe Aufgabe allgemeiner, wo A eine beliebige (nicht ebene) 
gegebene Fläche und wo ihre Grenze, die sie mit B gemein hat, irgend 
ein (gegebenes) schiefes Vieleck, oder irgend eine Curve von doppelter 
Krümmung ist. 

29. Wenn die Grundlinie eines Dreiecks, so wie ihre Lage gegen 
eine in derselben Ebene liegende Gerade A, nebst der Summe der Schen- 
kel desselben gegeben ist, so sollen die Schenkel so bestimmt werden, dafs 
sie, wenn man das Dreieck um jene Gerade A (als feste Axe) herumbe- 
wegt, zusammen die kleinste oder gröfste Fläche beschreiben. 

30. Wenn der Radius einer Kugel und der Abstand ihres Mittel- 
puncts von einer festen Axe A gegeben sind , so wird, wenn man die Kugel 
um die feste Axe herumbewegt, jeder Durchmesser derselben irgend eine 
bestimmte Fläche beschreiben; und zwar werden alle Durchmesser, welche 
mit der Axe in einer Ebene liegen, gleich gröfse, und zwar unter allen die 
gröfste, derjenige Durchmesser dagegen, welcher auf jener Ebene senk- 
recht steht, wird unter allen die kleinste Fläche beschreiben. Es ist nun 
die Frage, welchem Gesetze von den übrigen Durchmessern diejenigen unter- 
worfen sind, welche gleich gröfse Flächen beschreiben (d. h. in was für 
einer Kegelfläche sie liegen)? 
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(Auct. Hill, L. Goth.) 

Theorema analyticum. 
Si fuerint y M j- 2 , y 3 , . , . . y n radices aequalionis lineariler diffe- 

rentialis t 

dy+a l d n - i y + a 2 d n - 2 y + a>d n -*Y+--'- + a n y = 0, 

ordinis scilicet n; universira hae quidem radices per coefficientes a„ a 2 , 
Ö3, .... a ny quae una cum arbitraria quantitate x variant, neque algebraice, 
neque signo integrali indefioito / in usura vocato, exprimi possunt; nihilo- 
taraen minus innumerare ipsarum radicum ipsarumque differentialium dantur 
functiones, quae ita exprimuntur. Et quidem forma alterna, quae ex hae 
o mi y l *6 Mi y 2 'C m *y3....d mm y permutando signisque et notissima regula alter- 
nando oritur, si m 19 m^, .... m n uumeri fuerint integri positivi, per jadx 
reliquasque coefficientes harumque differentialia semper, et quidem algebraice, 
exprimitur. 

Problema analyticum maximi momenti: 

Datis functionibus quibusvis (p,q,r eic), quantitatum totidem (x,y,z eic), 
aliam functionem (*) invenire ejusmodi, ut, valoribus datarum in argumen- 
torum locos suffectis, eadem resurgat vel tantum quantitate constante (c) a 
primitivo valoce differat; videlicet: 

*(/>> 9) = * (*> X) + * * (P> </» r) = 4>{x, y, z) -f- a etc. 



(Von Herrn Str. zu Berlin.) 
Satz. 
Der nie Näherungswert!* des Kettenbruchs t ist, wenn 

n eine gerade Zahl, T 6 '•• 

T.f , . *\J5~) ifc) 1 (n-2).n-3 (t) iOt*), n-3.n-4.n-5 (V) a (t") , 
o » +(»-1)0 .» -| j-s — »a x .b -\ i ' 2.3 ° "•" " 

Satz. 
Der nte Näherungswert!! de? Kettenbrachs 



2 cos« 



ist 



1 

siaftt«) 2cosa ~2^^" ••. 

sin((»-f 1)«) 
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(Vom Herrn Vermessung^- Revisor Nernst zu Stralsund.) 
Zur Umkehrung der Reihen. 
Wenn y=^px und 

ist, so sind die Coöfficienten a, ß, y, .... durch folgende Gleichungen ge- 
geben : 

(<px) a = 0, 

(<p'x) a ß-l = 0, 

u. s. w. 
(ya?) a> (<p'x) a > {<p" x )o **• s. w. bedeuten, dafs nach geschehener Ab- 
leitung a für or in ya?, <p'#, <p"x u. s. w. gesetzt werden soll. 

2iur Umformung der Reihen. 

= (<px)i 
+(<p'x) t x 

+ • • • 

(yj?) n (9^) 19 (<p"x)i u. s. w. sind hier y#, y'a?, y"af # wenn nach 
geschehener Ableitung 1 für x gesetzt ist. 



viih) 



Druckfehler im 3ten Hefte löten Bandes. 
Pag. 229 Z. 14 v. u. statt (AC ß BC) lies AB, BC 

— 234-12 v. u. st. (ABC und ABB) 1. ABC und ^CD 

— 241 — 15 v. o. st. (A'B ß B'B) 1. AB', BB 

— 243 — 7 v. o. st. (Endpunct) 1. Eckpunct 
17 v. o. v st. (der Kante) 1. die Kante 

— 257 — 8 ?. u. st. (sind) 1. sein 
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13. 

Acquationcs nodulares pro Transformatione Functio- 
uum Ellipticarmii. 

(Auetorc Dr. L. A. Solwke. prüf, matli. Halac) 
.Integrale / tfK ,.v \ /t v . ._., subslilulione adhibila: 

• ?/ ~ 1 4 //.r v -| //'.r ' -j -| />< <- ) x- " 

vYl-- /■') 'fl — •* • ^ lrnns rormari polest, quac transformatio 

n u -- (2i/i+1 }" ordinis nominatur. Itelationes analylicas inter <y et #, /. et % 
intercedenles Cl. Jacobi in liliro suo: Fundamenta nota etc. doeuit. Ibi pag. 39 
invenitur: 

4 4 

j 7. — yx" . [sin coam 1 w . sin coani 8 a) sin coam 2 (/# — 1 ; co], 

uhi significant : 



•55 

a> = - • 

ff 



/(l— xxsiny*) ' ,/ j/(t— xVsiur/ J ) ' 



y.y.-\-x' x = 1. 

Numerum #, qui ordinem Iransformalionis indical in sequentihus numeruni pri- 
mum ponanms. quem ad casum notuin est reliquos revocari posse. 

In fractione uj quautitalibus m et in omnes valores et positivus et ne- 
gativos. ipso n minores, trihui licet, verum 1. c. pag. 49 demonslralur, omnes 
Iransformaliones diversas, quae exstare possinI, evasuras esse, si pro w clege- 
rimus valores hos: 

k t/t' /f-HA' K-\2iK' A-i-3;/r *'H-( w -|)'l fc "!_ 

// » « n n n 

qui in formula ipsius / pro in posili (*H-1) inter se diversos valores moduli 
/ per / expressos praebenf, unde elueet aequationis algebraicae inter /. et x. 
quae aequatio modularis dicilur, gradum esse (//+1). Pro transformalione cl 
terlii et quinti ordinis aequalionem ejusdem gradus adeo inter radiecs quadra- 
ticas modulorum locum habere Cl. Jacobi doeuit, nee non pro septimo ordine 
Dr. Guelz/a/T (in hujus Diarii Tom. XII. p. 173): idem valere pro transforma- 
lione cujusvis ordinis ex sequentihus patet. 

Crelle's Journal d.M. Bd. XVI. Hft 2. 13 
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Formula laudata: 

4 4 

y"/, = yx*. [sin coam 4 tu. sin coam 8a> sincoam2(n— l)a>], 

cum sit: sin coam 8/?a> = sin coam (4ttü>— 8pa)) = sin coam 4(7*— 2p)a>, ubi (»— 2p) 
est numerus impar, quoniam ponitur n numerus primus, etiam scribi polest: 

4 4 

j/;. = j/*\ [sin coam 4co. sin coam 12a>.... sin coam 4 (n— 2)ü>], 
qua in exprcssionc alia multipla ipsius 4co non inveniuntur, nisi imparia. Quo- 
rum sinus coamplitudinis tanquam functiones ipsius sin coam 4co repraesentari 
posse satis nolum est. ita ut, denotante /'[sincoam 4 co] functionem ipsius sin coam 4co 
rationalem, efficiatur: 

4 4 4 4 

|/ 1 = y*\ /'[sin coam 4a>], aut posito : j/Ä = r, fa = ti, 
v = w M . /'[sin coam 4oi]. 
Haec vero in formula loco co, valore ipsius v eodem manente, scribi posse 

71— 1 

tu, 2co, 3a>, .... ^ — co facile intelligitur, unde prodit: 

= /'[sin coam 4 w] = /'[sin coam 8a/J = /'[sin coam 2(ii—l,W], 



u n 



*1 



vel etiam: 
— — = |/ i [sincoam4w]|''= [/'[sincoamSco]^.... = j/ i [sincoam2(w~l)a>]j' > 

= - _ . -Syfsin coam 4«i«i]} 1 ' 

si numero m omnes valores 1, 2, 3, .... -^ tribuuntur. 
Habemus ergo singulos valores ipsius v sequentes: 

r . 4AT . $K 2(n-i)K 1 n JT . AK 1 

= w n .| sin coam- .sincoam — sincoain— .'— I — n n .f\ sin coam L 

L n n is J I- n J 7 • 

r. 4t7t' . 8UP 2(w-i)*An S . 4iK'l 

= w". smcoam . sincoam - ....sincoam- — -- I = n H .f\ sincoam l t 

L n n w J ' L n J 1 

t T . 4K) AiK' . HK+8iK' 2(n-1)ff+2(n-lWl 

= m". sincoam .sincoam— — ....sincoam — — ■ - v — I 

L n n n J 

J . 4iT+4tK v 1 
= n\fl sincoam J, 

r . 4K+8UC . 8K+mK f 2(n-\)K+4(n-i)iK''\ 

v x =•- h* . I sin coani .sincoam ....sincoam-- — ' v I 

* L n n « J 

r. 4K+8iK'-\ 
= u n .fl sincoam J, 

. [ . 4K+4(n-\)iK' . 8IT+8(fi-l)iJr' . 2(n-l)K+2(nAyiK' 

v n+l = m".I sincoam ■ — ' — .sincoam — - — ....smcoam v ' v 



v 



"i 



n n n 

sincoam 



] 



= u\f\ ßi: 



4üf+4(n~l)ty i 
ii J 



13. Sohnke, aequationes modulares pro transform. Funclionum cllipt. 99 



aut: 



n-1 v } r . 4/ii A IV' 

- - - . - • - = jv / sin coam - J . 

- A - -•■ -■- = .5; {/ sin coam t . 

/f_-i v* __ v i f (- c . M _ ftm 4/i*(A' + tA'')"l!'' 
2 



w-1 v»; 

2 



' ■ = -i/ sin coam - . 

< ^l/i • 4/«(A' f2iA'0ir 



w-1 ^,, vJ.r- 4m[üf+(ii-l)ilf l ] 1)" 

2 V« = - S i^ 8incoain " n Ji' 

undc additione facta eruitur: 

»-.}..< + < + <+-:• + ^i'. 

2 ?/"'' 

„ j ,r . Am (K -I- m't A') i ( #• . _ ( X . 4wi ? A v 1 (>' 

= «2 f /[sin coam - v - J -\\ +-TJ/I sin coam - - Jj , 

ubi numero m valores 1, 2, 3, .... - - , numero m valores 0, 1. 2, 

3, . . . . w— 1 convcniunt. Verumtamen, cum sin coam [u + 2iK') = sin coam ?/ 
sit, formula ila transformari polest ut faclor ipsius HC ipso 2u minor fiat, 
quo oblinclur: 

si pro m ponuntur 0, 1, 2, 3, .... 2 . pro /// 0, ±1, +2, ±3, ... 

w— 1 
... ± -- 2 , ita tarnen ut quolics w = 0, et ipsi //*' valores tantum posilivi 

n — \ 
1, 2, 3, ... . - §> - . tribuantur. l T l hanc formulam eandem esse ac prae- 

cedentem eluceal, animadverto et hanc et illam ex — «— ■ terminis inter se 

diversis constare neque numerum m diversos quam in priori formula valores 
assumere. 

Anne demonstremus tuncliones symmetneas ipsius sin coam 

esse funetiones rationales ipsius x. 

In auxilium vocamus ex Fund. pag. 42 formulam: 



1— AsinamQU i) = 



M 

(l~x.ginamt i).[(l-x.8inamM.sincoam4(itf)(l-x.sinam<f.sincoani8<tf)....(i -x.8inamu.smcoam2(w-^)öl)] , 
(i-x'sin'ani M.sin^amiaiXl-x^.sin^amw.Bin'amBw). . . .(l-x'.sin'aniw. sin'aui^^i-l)») ' 

13* 
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. . (1— x.sinamM.sincoama) 2 __ (1 — x.sinam(M-|-a))(l — x.sinani(u— ~ o)) # 

1 — x . siir am u . sin am a A am er 

(A.) 1 — Asin am( ~, Ij = 

(1 — x.8inamu)(i — x.sinam(?*+4w))(l — x.sinam(w-}-8w))....(l — x.sinam(ti+4(w-l)a))) 

Ä a am4ft/.Ä a amba> Ä 3 ain2(w — l)w 

i K' 

In hac aequatione posilo co = ex notationo §24. Fund, producitur: 

1-^sinam (^ ,Aj) = 

[1— x.sinamMjj 1— x.8inam^?H Hl 1— x.sinam^M-j ) I..-.1 1 — x.8inan^t*+ — - — )\ 

7," 4t Ä 1 ' , ""81*" '~ 2(11^1)1* " 

A am . A am .... A'am- > -' — 

n n n 

Mutando % in i, quo facto Ä'' in .//', A, in *, iV/j in M' transit, et posito -^ 

loco w, unde \j^f f ==nu l° co 7if ^ obtinemus: 

(JB.) 1 — x.sinam(fttt, x) = 

[l^.rinam^][l-A-rinam (^ 

A am- . A am .... A am — >- - — 

n n n 

in cujus aequationis parte dextra Modulus l valet. 

Si porro in aequatione (A.) loco u ponimus ?H , unde ^ 

transit in g + nM = j/ +-- -- * posito u> = ; - , prodil: 

Ai-* U 1—x sin am Im -f ' J 

1-A.sinam^ f +- n —) = 4 8 a' " 2(~ w - nlf 

A am - . A am — A am — > - — 

L n n n -i 

si ipsi m valores 0, 1, 2, 3, .... n—\ trilmuntur; jani ubi hac in aequatione 

ipsi m tribuantur valores 0, 1, 2, 3, .... » — 1 , facto produeto seeundum 

aequationem {ß.) obtinemus: 

1 — z.sinamftttf, x) = 

Hl 1 — x.sinam^tt-| )J 



r" 4/T A 8K A 2(/i-1)/rrr A 4t^ 8t^' A 2(n-l)L*T 

Aam-~.Aam--.... Aam -* '-—\ Aam .Aam ....Aam-^ J - — 

L n n n J L n n w J 

nbi iitrisque m, m f valores 0, 1 , 2, 3, ....»— 1 conveniunt. 
Quae formula facile etiam in hanc formam redigitur: 



13. Sohnke, aequationes modulares pro Irans form. Functionum ellipt. 101 

r, 4mK+4m'iK'-\* 
1 — x.Binamu.sincoam I 

1 — *. sin am (nu 9 x) = (1~* .sinamw) TT - — -..-?—_-- — 

i — x a .sin'am?j.sin am 

n 

n | 

si numero m positivi tantura valores 0, 1, 2, 3, ... . — ^— , numero m' va- 

n \ 

lores 0, +1, +2, ±3, .... + — 2 — tribuunlur, ita vero ul quoties ro = 0, et 

A 

ipsi m! valores tantum positivi 1, 2, 3, .... — ~ — conveniant. 

Haec formula vero pro n = 4p + l modo valet. Nam pro » = 4/? — 1, 
cum valor ipsius M sil negativus, ita ut -^^ = — «w fiat, Signum ipsius w in 
contrarium mutemus necesse est, unde sub hac conditione habemus: 

(\ . 4mK+m'iK'-] 9 
ll + x.sinamM.sincoain J 

1 — * .sinam(»w, x) = (l+*.sinam?/)/7 



. , . , . a 4mK+4m'iK' 
1 — x .sin am u . sin am ! 



n 



Ut eandem quantitatem algebraice determinemus, ponamus in aequatione 
18. Fund. pag. 33, quae est: 

rA . , , >t rA . , N1 \ A am r — x . sin am u . cos am vi* 

[1 — *.sinara(tt + i/j].[l— *.sinam(w — y)| = - — -. =— r-i — 5 =*— , 

L \ • yj l v /j 1 — x\snramtt.surami> ' 

u = 2pu et v = (2p—i)u, quo invenilur: 

[1 — *.sinam(4/j— l)w].[l — x. sin am«] 
__ [1 — x.sinam2pi#.8incoam(2p — l)w] J . A a am(2p— 1)?/ 
~~ 1 — x 8 .sin a am2pM.sin*am(2p — 1)m ' 

aut sin am w per x signiflcato et per X IH functione rationali et integra ipsius x 
dimensionis m ta ", cum notum sit fieri: 

sinam2»w= — — — -v "? sinam(2p— 1)« = ^- p ; -, 

cosani2p« = -^, C osam(2p-l)« = ^p^^=I, 

sin coam 2pw = -~- , sincoam \2p-A)u = 44i ^" 1H , 



excutitur: 



l-*.sinam(4/>-l)« = (H^ 'H**-»]' 

AiCp*— 8p 



nee minus ex aequatione 19. Fwwrf. pag. 33, posito w = (2/>+l)w, j/ = 2/>ti 
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deducitur: 



— *.sinam(4iH 1;" "- v --—- • 



Invcnilur exempli gratia: 

\\-\-xx\.{\-2xx + 2xx i -x i x A Y 

1— x. sin am 3?/ = ■-- ~\ ' 



1 = *.sinam5f/ = 



[i - xx] . [1 — 2xx --4xV + 10xx 3 + 5xV-4x(2 + 3x 2 )a; 4 
._ 4 x -( i _^)a.«.j. 4 x 3 (3 + 2x')* 7 - Sx 4 ** - lüx b x* 

-h4x 4 x IÜ -i-2x' , a? ,, -x ,: ^ ,? p 



[H-x*]4l-4xa--4xV-f 4x(7 + 2x> 3 -14x i x l 

— 28x(2 + 3x 2 > 5 -|-28x 2 (H-4x , )j? 6 

_|_ 4x(s+ 51 x*-|- Nix 4 )* 7 - x n (iß + 305x*+ 144x*)x b 

— 8x a (16-|■25x ,J + 4x i )a; 9 + 8x 4 (4()-t-57x a + 8x 4 )aJ ,0 
+ 56x^(1 -|- 2x°)a; n — 4x 4 (56 + 161 x a + 56x 4 )* ,a 
+ 56x 5 (2 + x a )x 13 -j-8x l (8 + 57x 2 + 4(5x 4 ):r 14 
-8x\4 + 2ox 2 + i6x A )x li 

— x 6 (144-|-3ü5x , + ^<>x , );r ,0 

-\-4x 7 (W + Mx n '-\-Hx i )x" + 28x H (4 + x 9 )x l,i 

— 28x»(3 + 2x*)x l * — 14x 1( V n + 4x"(2 -f 7x , )x* 1 

— 4x 10 .r 18 — 4x , V 3 -f*"ar 4 l" i 

1— x. sin am 7?/ = — — — - Y — — -• 

Coefficientes ipsius x in functionibus X obvii omnes sunt expres- 
sioncs rationales inlegrae ipsius *, sicuti e theoria algcbraica multipli- 
cationis functionum ellipticarum constat. Undo etiam patct expressionem, 
quae in numeratore ad quadratum elala invenitur quamque supra invcnimus 

= n\ 1 + x. sin am*/, sin coam — - --L esse functioncm rationalem in- 

tegram ipsius x et *, qua re concludi potesl functiones symmetricas quan- 

titatum sincoam — , ubi ipsi m et m valores supra dicti tribuunlur, 

esse functiones rationales intcgras ipsius *. 

§2. 
Valores omnes ipsius v sive radiccs aequationis modularis analytice 
expressae, ut jam dictum est, impelrantur, si in expressione 

v = u n . [sin coam 4 w . sin coam 8w sin coam 2 (w — 1 ) co] 

pro w ponuntur valores: 

K %K^ K+iK 9 K+2iK' K+(n — i)i lP 

n 7 n» n h 
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Cum quibus illos valores, qui sccundum CI. Jacobi eruunlur, si in 
formula 7. Fund. pag. 89 quae est 

I I I I 

pro q valores: q" > q n , aq\ <x> 2 q n , ... ä"~ A q" , in quibus et radicem quamlibet 

aequationis x" — 1 significat, ponuntur congruere jam demonslremus. 
a) Posito prinuim io = — , erit : 

i/ = k". sincoam — .sincoam ....sincoam v -'- — 

L n n w J 

quod idem esse ac si in aequatione (C.) q n loco 9 ponimus sequenti modo 
palet. 

Si in Fwirf. pag. 88 formulam cos. am. per Aam. dividimus, ha- 
bemus : 

sincoam --- 
n 

2 4 , (l+2^co82a; + g > )(l+2g t cos2x + y H )(i+2q 6 cos2a?+q 12 ).... 

- -* \ $- C0SX ' (i^2q'cÖH2x + q^0+^ 
2 \ ,. J + 2g 2 'cos2a;+g 4 '' 

u * } * 1+2 q*'~ l COS 2x f q 4r - 2 ' 

ergo: 

W-I 

„ 2 2 " *. "7- 2n An 6n n-\ w 

j/j = fl". —--,-. Vflf " cos .COS- .COS - COS TL X 



(l -J-2^- | co8^-h^- 2 )(l -j- 27-v-icos^-+r 2 ).. . .(l -h 2^'- , cos 2 ^~ i) - ;t -+^) 
Cum vero sit seeundum theorema Cotcsianum: 
(l+2*cos 4 ^ +x%i+2xcos S ^ + x i )....(l-\-2xcos 2( "- i ^-+ar^ = \±f 

2n An 6?r n — \ ,1 t ., Q , - 

et cos - .cos . cos .... cos x = + — - r - , prout » sit 8»+l aut 

2 * 
8p±3, eruitur 

ubi Signum multiplicatorium sie inlelligendum est ul pro r deineeps 1, 2, 3, .... 
ad infinitum usque ponatur. Quod si revera fit nee non pro u valor ex 
aequatione scribitur, prodit: 

„ _ + , / 2 \/„« r < ' + «w + 9*o c i +9**") ... .1 



sin co am 

n 
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obi positivum Signum valet si n est formae 8/>+l, negativum autein pro 
n = 8/j + 3. 

ft) Reliquae radiccs omnes sub liac forma comprchciidunlur: 

(D.) v =. u n . sincoam — .sincoum 

2(m-I)wä"+2(##— i)m'iÄ^_-l 

si wt' aliqucm numerorum i, 2, 3, .... (>— 1} significat et ;/* unitatcm, hac 
vero conditiono addila, ul pro m' = 1 sit m poncndum tum 1, tum =0. 
Applicata formula pro sin.coam., qua jam supra usi sumus, fit: 

qua in aequatione prius Signum multiplicatorium indical produclum esse 
formandum ex omnibus ferminis, qui eriiuntur si pro p dcinceps 1, 2, 

3, .... ponunlur, altera vero Signa ad r referuntur ita ut pro r sit 

ponendum 1, 2, 3, .... oc. 

Ad produclum accuratius dilucidandum adnotabo formulas: 

cos* - - +-— - = \ e-"[l+ e iir ] 

_ 7Ih ' 
et cum sit q = e K , 

\-\-q 7r '.cos2*-j-0*'--* ~ " r" I>'- r >^| 2 Ml r - (2;LiV ^-^m1 ' 
quibus adhibitis invenilur: 

y = 2".«.^-'. 17 je " ~ " A_ .Cl+t~ M "' " A J X 

i+<r * * wA J-L 1 + e A _r ~* : j 



[('i/-l ),ifi' -Jinpi/i 4»i'/».-tA'-| r- (/2r — 1)/i A'' 4m/<ia 4nt'p?iA / -l 

1-fe A "~' r ~ " A J.[l+c ""* r" + ""T~J 

Jam numerum integrum s determincmus ejusmodi qui salisfaciat 
congruentiae 2ms = m (mod. n) aut si placet aequationi 2rri s = tn+ßn, 
denotante ß numerum minimum, qui aequationem explere possit, et po- 

2j» in 

namus e n = a , quod a est radix aliqua aequationis x n = 1 ; tum 



2rnA' , 4wni7r _*n«'/>/iA' 
K — n ^ nK 



aequabit 
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• TT K'\2nr±im'p s 2si ri \2nr±4m'p s I \2nr ±4m'p 

= U" " Y J \e~) = UflV 

quoniam est: 

\e~) = 1. 
Ita permutala aequatio (JB.) formam induit hanc: 

(FW-ti V'/7 («a^Ti + Ca^n "h + W J-h+U") J 

Satis vero notum est per expressionem 2nr±4m'p, ratione signi 
non habita, omnes numeros pares repraesentari, si pro r omnes numeri 

0, 1, 2, 3, .... oo, pro p vero omnes numeri 0, 1, 2, 3, ... . -^- po- 

nantur, quum congruentia ±4m'p = 2y (mod. »), ubi y numerum quemlibet 
integrum significal, semper solvi possit, idque unico tantum modo si n est 

n— 1 
numerus primus et p valorem ipso -^- majorem assumere nequit. Itaque in 

numeratore : 

i+W«v JU+WJ J 

pares polestates omnes inveniuntur, exceptis tum Ulis, pro quibus r valorem 
zero assumturum esset, tum Ulis, quorum exponentes ipsius 2n forent multipla ; 

\ + \aq») J cx- 
hibentur et reliquos aeeipies si numeratorem facloris u (C.) uti licet in hunc 
modum scribis: 

[l+(r/ 9 ») ]. [l + (« ? ») ]. [l+(«r) ] . . . . 
Illos factores, qui potestates negativas continent, ergo hujus formae sunt 

Ll+v*?V J> mutamus in \aq~^) il+\aq^) J. 

Quae in numeratore cum ita sint atque in denominalore res plane si- 
militer se habeat, valorem ipsius v sequenti modo scribi licet: 

y==y2 '/ " (« ^T' n '^ (a ■•)* [ i +U" )lil+U") ]L +U-) ] . . . . . 

( U + (a ? »)]ll+(ag-)Jll+(«gv)J .... 

per \a?V significatur produetum omnium factorum, qui in numeratore et in 
denominatore ex potestatibus negativis naseuntur. Ipsum x functiotiem esse 
ipsius wl facile perspicitur cum x valores diversos assumat pro diversis ra- 
dieibus v aul quod ad idem redit pro diverso valore ipsius m. Ponamus 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 2. 14 
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ergo x = <p(tri\ tum erit: 

(«.) , - ,- . )>((„ 1 ry- w -> -*• ') [t +( ^)'] .[■ +Uy)p ■ [t +(*yfl .... 

Ll+(a^)Jll+(a 9 «)J.Li+(agVJ.... 

Valor ipsius v, qualis per aequationem (D.) repraesentatur, quoniam im- 
mutatus remanet, si tri + z n, cujus z numerum quemlibet integrum de- 
notat, in locum ipsius tri cedit, inde consequitur, ut expressio ipsius v 
quoque talis, qualem aequatio (G.) praebet, permutatroni non sit obnoxia 
ulli, ubi tri + zn pro tri scribitur. Atque cum praeterea vel a in eadem 
ipsa positione nullam permutalionem subeat, aequatio (G.) transit in hanc: 

Li+UgOJ.Li+Ur)Ju+(agvJ... 

Ita quidem comparatione facta cum (G.) patet 

n 2 -2*n(n*-l)-2m' (n*-l) + 8.y(m'+*n) aequare = » 2 -2fw'(^-l)+8.9(m') 

vel: 

y»(m+«ii)-9>(m) = -—- 4 — - 
vel ex theoremate Tayloriano: 

dm' dm! 1.2 4 ' 

quod per zn divisum posito deinde z = praebet: 

d(f(m') __ w^-J 
dm 1 ~"~ " 4 

Integratione facla eruitur: 

Vi m ) = — ^"4 — + C. 

Ut constantem C determinemus, ponimus in (G.) wi'=l, wi = 0, quo fit 
a = 1, tunc efficitur: 

u+«"J-u+?"J.U+«"J.-.. 

qua in aequatione \q n J productum esse scimus, quod ex negativis pote- 
statibus, quae insunt in aequatione (F.) conflatum est. In qua aequatione 
(F.) , statuens tri esse = 1 , m = , ubi factores elegeris , qui negatives in 
se contineant potestates, non nisi tum, ubi r=l ponitur praetereaque in 
solo denominatore a fine incipienti tibi sese praebent hi: 



13. Sohnke, aequationes modulares pro tratisform. Functionum ellipt. 107 
r -—1 T _"-=i'l T w - 10 i L1 + ? w Jsiw = 4m+l 

U+g " J.U+g " J-Ll + g n J ...r .1-1 

U + g "Jsi» = 4m— 1 
quorum producta m facile hanc formam induit: 

** Ll+q*].Li + q n }Xt + q " J....r in 



g 

»•-i 



Factor q * ex denominatore in numeratorem translatus gignit: 
unde prodacitur: 
ex quibus colligitur: 

Qui valor in aequatione (G.) positus, efficit ut ea transeat in: 

Li+W«) j.U+(«g^) ].[«+(««")■].... 

Hinc videmus transformationes singulas quamvis in -diverso ordine nos 
lucrari sive ponamus in valore 

v = ft*.[sincoam4a;.sincoam8u> sincoam2(n— l)cu] 

pro o>: 

_^ i*L A+I^l A '+^' K +(n-i)iK' 

« « « ' « ' n 

sive in aequatione (C): 

pro q scribamus: q n , q n , aq n , a*q n , . ... a n ~ l q n . 

Ut denique eluceat, ipsum a suos valores omnes accipere, si pro 
m' singuli numeri 1, 2, 3, .... w— 1 ponantur, in nicmoriam revocare 
sufficiet a congruentia 2ms ~\ (mod. n) pro ccrlo valore ipsius m unam 
tanlum solutionem, ipso n minorem admitti, ita ut posito m' = l, 2, 3. ... 
... fi—1 pro 9 expromantur w — 1 valores ipso n minores, quos omnes inter 
se diversos esse patet. 

14* 
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3. 

Aequatio modularis, quam inter u et v revera locum habere et cujus 
gradum esse n+1 in §" secunda vidimus, pluribus conditionibus accuratius 
est determinata, quas nunc affer am. 

a) Forma aequationis est haec: 

v»+ l +c l v»+c i v n - l +c>v«- 2 +:.-+c n v+c H + l = 0, 

in qua coefflcientes C 19 C 2? C 39 . . . . sunt functiones rationales integrae ipsius u. 
Terminus constans C„ M , uti ex tbeoria aequationum algebraicarum notum 
est, produclum radicum exprimit, ita ut secundum §. 1. fiat 

^ »c+n r#r - 4mK-\-4m'iK f 1 

C n+1 = f*" 01 ^. 77 [sin coam — J, 

ubi m et m valores loco citato exaclius definitos assumunt. Si vero aequa- 
tionem 8. per 9. pag. 66 in Fund, dividimus nee non radicem, quadraticam 
extrahimus, habemus 

nn — 1 

„f. 4mK+4m'iK' 1 , / ) \"~ ./lX"-' 

ergo: 

/ \ \nw- 1 

Ut de signo hujus termini certiores fiamus, forma omnium radicum, secunda 
excepta, haec est: 

v = «T.l sii 



4K+ 4 m' iJP . 81T+ 8 m' tÄ 7 

sin coam ■ . sin coam 



n n 



sin coam 



j 



n 

quae expressio, valoribus diversis ipsi m tributis, Signum suum minime mutat, 
cum sin coam u quo vis multiplo ipsius %K f ad argumentum u addito signum 
suum servet. Radices igilur omnes idem signum habeant necesse est, quod 
est ipsius 



v = u n . sin coam .sin coam — — sin coam — * - — 

L n n n J 



Cum vero sit sin coam (u -fc K) = —sin am w, in hoc produeto illos factores, 
qui argumentum ipso K majus conti nent, a ceteris separemus, unde evadit 
pro w = 8r+l et = 8r— 3: 

v t = (—1) . w". I sin coam — sin coam — sin coam- * — I x 

r . 3JSf . 7 ff (n-2)JM 

sin am . sin am sin am - — I ; 

in n n J 7 
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n+1 - . 4JSf . 8K . (n-3)*n ^ 
sin coam — . sin coam — sin coam - - — I X 



pro * = 8r-l et = 8r + 3: 

Vt = ( — Jj . U . I Sin tumu . sin uuaui . . . . sin tuaiu i 

sin am . sin am .... sin am — I , 

L n n n J 7 

qua ex re manifestum est, radicem primam, ideoque reliquas oranes, se- 
cunda excepta habere positiva signa pro w = 8m + l, negativa vero pro 
tt = 8fn + 3. Radix secunda semper est positiva. Productum ergo radicum 
omnium sive C nM erit positivum sive =-}-«r +1 , si n habeat formam 8r + l, 
et negativum sive = — «T +1 , si » = 8r + 3. 

b) Aequaliones modulares, commutatis inter se x et l, immutatas 
manere ex Fund. §. 29. notum est. Exinde idem valere si u et v inter se 
commutentur sponte sequi lur, dummodo, quod sub sequenti litera facturi 
sumus , utrum v pro u ipso sit ponendum an pro u negativo , accuraliori 
examini subjiciamus. 

Jam vero ex his concludi potest aequaliones respectu tarn ad v quam 
od ?/ ejusdem gradus esse ila ut coefficientes C, , C 2 , C 3 , .... altiorem 
potestalem ipsius u, quam (n+l) tAm continere nequeant, cum summa po- 
testas ipsius v sit (»+1)'\ Hi coefficientes habent adeo formam certam 

hanc: u m .(a-\-ßu H +yu }f, -\- JV 4 H ), ubi in parenthesi illae tantum po- 

testates ipsius u inveniuntur, quarum exponentes per 8 divisibiles sunt. 
Quod ut probetur ex Fund. pag. 89 formulam 7. in usum nostrum liceat 
convertere 






ergo: 



= }2.]fq.[i-q + 2q 2 -3q i + 4q*-6tf + 9tf-12q 7 +.»] 

«* = 2. y^ [/>(?)]% 

* 4 = 4. fa. [/(*)]% 



«* = te. »■[/(*)]■, 



tt «+i = l /2" +1 .y'^ +1 .|/(^)] n+1 = i^.f.itf.lfiq)!* 1 
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ubi w+1 =8*+f positum est, unde pro w = 8r+l fit / = 2, 

- n = 8r+3 - / = 4, 

- n = 8r-l - / = 0, 

- » = 8r~3 - / = 6. 

In paragrapho secundo unum valorem ipsius v vidimus erui si in valore 
ipsius u modo allato q n loco q ponatur, quo facto impetramus : 

v = ±Y*-frlfm 

r 7 = 2 . fr. [fWl 2 , 
S = 4 . Jy . [/(,)«]•, 



v 8 = 16 . q\[f(q*)Ti 

qui exponens f ipsius q sub signo radicali ab illo / in valore ipsius tt" +1 
differre nequit, cum facile intelligalur numerum n{n+\) per 8 divisum, 
si n ut impar numerus ponitur, idem residuum habere ac (w+1). Ubi 
signa duplicia apposita inveniuntur, superius valet pro w = 8wi±l, inferius 
pro n =. 8ro±3. 

Si in aequatione modulari, quac jam tanquam perfecte composita 
statuenda est pro u et r valores modo dicti ponuntur, termini qui ex v n+l 

et u n+1 nascuntur eandem quanlitatem irrationalem y/q* continent neque 
aliam reliqui omnes termini debent involvere ne quis coefficientium in ae- 
quatione per banc irrationalitatem divisa irrationalis restet. Potestas igitur 
quaedam u m in talem tantum potestatem v v ducta inveniri potest ut m+p = t 
(mod. 8) fiat; ideo coefficiens C potestatis v p in Universum habet formam 

hanc: au m +ßu m +* + yu m + x *+ Jw m+24 H 

c) Haec productum quod ex prima potestate ipsius u et prima po- 
testate ipsius v formatur in unaquaque aequatione modulari necessario in- 
esse debere satis demonstrant. Tria igitur membra adhuc definita hanc ae- 
quationis formam produnt: 

y «+^ + aur±u H + l = 0. 

Cum vero x et l inter se commutatis, quo aequationis mutationem quam- 
piam fieri non licet, terminus auv in se ipsum redire debeat, facile per- 
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spicitur pro n=8m+l aut n = 8m-l, cum in ultimo termino aequa- 
tionis superius Signum valeat, u et v ipsa esse intet se commutanda, pro 
n=8m + 3 aut n = 8m — 3, ubi negativum Signum locum habet, u esse 
ponendum loco v, loco u autem —v; nullo enim alio pacto terminus auv 
Signum suum servare potest. 

d) Ex illa observatione , quod aequatio modularis u et v inter se 
commutatis immutata manet, coefficientes terminorum u m v p et u*V n aequa- 
les esse sponte sequitur, hac vero conditione adjecta ut eorum signa sint 
contraria, si n habeat formam 8r±3 et p sit in numeris paribus. 

e) Ex alia nota proprietate {Fund, pag. 31) aequationes modulares 

1 1 
immutatae manent, si loco u 9 v ponatur — , — unde coefficientes termi- 
norum u m .y p et u n+1 " m .y" +l "" p non ditersos esse patel. Inde sequitur hoc 
theorema: Si aequationem secundum potestates descendentes ipsius v et 
factores singulorum terminorum secundum potestates ascendentes ipsius u 
ordinaveris, in terminis qui aeque longo interrallo ab inilio atque a fine 
distant, aequales habebis coefficientes, qui vero pro n = 8r + 3 contrario 
signo affecli sunt. 

f) Posilo u = 1 , fit etiam r = 1 et tali quidem modo ut pro 
» = 8r±l omnes (w + 1) valores ipsius v fiant= + l, pro ra = 8r±3 
vero n valores = — 1, unicus = + 1. Expressiones enim ipsius v com- 
prehenduntur in hac forma: 

n r . 4mK+4m'iK' . 8mK+8m'iK' 

v = u n . sincoam sincoam — 



n n 

2(n-i)mK + 2(ii—\)m'iK' 



.... sin coam - 



]; 

4mK + m'iK' ... .. § 

pro sin coam vero scnbi licet 

(n—4mp)K — 4m t piK' . _ r»-4mp K 4m' p F ,,l . , , N 
sm am * — — = t .tangam I --•- • K \ (mod. x). 

Posito autem u = 1, unde *= 1, x f = transit tang am w (mod. *') in tang w; 
ideoque fit: 

. fn — 4mp K 4m f p ^1 , , , N . [n — 4mp K 4m'p ^1 

t. tang am ^ -.— -. K \ (mod. x) = t.tang I — .- -./TJ 

n-4mp 4m'p n-*utp „ , 4m'p 2(n— 4mp) &m'p 

. A — ■ - ■ . » A* ■— — ■ ■ .iL -f- • . I A' .A+— — ,|A' 

e n n __ e n n \—e " * 



e " * +e " " 1+e " n 
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cum vero pro x 1 = sit K = oo et /f = — , efficitur 

t.tangam[ £-.- ^./TJ (mod. 0) — 1; 

ergo etiam v ad unitatem redücitur, de cujus signo idem prorsus valet, 
quod sub lit. a. hujus §' diximus. Hinc patet aequationem nodularem, ubi 
ponas u = 1 , pro n = 8r+ 1 transire in (r — 1 )" +1 = et pro n = 8 p + 3 
in (v + l) n .(y — 1) = 0. Inde summa coefficientium , quibus diversae po- 
testates ipsius u affectae sunt, in quoque termino aequationis secundum 
potestates ipsius v ordinatae cognoscitur, ita ut singuli quique coefficientes 
e reliquis determinari possint. Summa enim coefficientium termini v*\ 

pro i» = 8r±l erit = (-l) /, .P;t}- p , 
- w = 8r±3 - = K+^-Pr*], 
ubi in Universum per ¥* m coefficientem termini (* + l) n in evolutione m uie po- 
testatis binomii cujus vis significamus. 

§ 4. 

His conditionibus rite perpensis et collectis aequationes modulares 
facili negotio derivantur. Exstant vero duae methodi ad aequationes ob- 
tinendas aptae, quarum alteram paucis tantum verbis adumbrare et uno 
tantummodo exemplo illustrare est animus, quia calculus prolixior est quam 
in altera. 

Coefficientes aequationis [nodularis quae secundum §. 3. lit. b. formam 
sequentem habet 

hoc modo se aecuratius definitos praebent. 

Signum ultimi termini ex §. 3. lit. a. determinatus Secundum §. 3. 
lit. d. termini u m .v p et vP.v m , secundum §.3. lit. e. termini, qui ab initio 
atque a fine aeque distant aequales habent factores, ex §. 3. lit. f. summa 
coefficientium eujuseunque termini definitur. 

Ex his numerum coefficientium delerminandoruin valde minui ma- 
nifestum est. Si igitur aequationem aliquam revera calculo indagare vo- 
lumus primo loco ex §. 3. lit. b. seimus quaenam potestates ipsius u et v in 
singulis quibusque terminis contineantur nee non plures conditiones quas 
inter horum coefficientes intercedere e modo dictis elucet; deinde ponamus 
pro u et v valorcs (ex §. 3. lit. b.) in series infinitas evolutos. Summa 
coefficientium uniuseujusque potestatis ipsius q ipsi zero aequiposita aequa- 
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tiones suppedital conditionales iuler faclorcs tenninoruin acqualionis modu- 
laris ex quibus conditionibus hi factorcs dcrivari possunt. 
Potestates ipsius v aut scric 

« = }'2.]'q.ii-q + 2q ! -3q , +4q*-6q i + 9q r '-i2q ! +....] 
in potestates suas data inveniendae sunt aut singuli termini potestatum e 
tbeoremale polynomico. quod dicitur derivandi. 

Calculo satis prolixo potestates ipsius u ad viccsimam usque for- 
mavi, quas ad alium eliam usuni aptas hie apponam. Hae potestates sunt: 

+ 29q w -38q" + b0q l ■-64q ,i + 82q l *-10bq' i +132q , " 
-i66q , "+208q l »-2b8q" , + 320q w -39bq 7, + 484q n 

- 592 q" + 722 q» - 876 q 7i + 1 060 q V) - . . . . | . 

«' = 2\q\\i-2q + bq > -iQq i + 18q*-32q*+bbq'-9Öq 1 + 144q H -226q" 

+ M6q ,,l -b22q u + 777 q u -U38q" + 1648q 14 -2362 q v ' 
+ 3348tf"'- 4704 y ,T + 6554 tf w - 9056 q l "+i242b ^'-16932^' 

w 3 = 2i'2. , ,y.;l-39+9^-22^ + 48^-99^ + 194 ? °-363 ! / 7 + 657^ 

-1155 ? "+1977</ 1 "-33127"+5443 9 I2 -8787 ? U +139687 14 
-21694 ? ,5 +33873«/ , "-51795</ ,7 + 78345 9 m - 1174129'" 
+ 1 74033 f - 255945 q '' + .... j , 

« 4 = 4.\>.q*.\i-4q + i4q'-40q i -{ \01q 4 -236q''+b]8q r '-i080q 7 +2l62q* 

-4l80y"f78407 , "-143287 ll +25591< / l> -44776 ! / u +769l87 u 



- 1 29952 q K + 2 1 624 q"' - 354864 q 1 ' + 574958 q w - . . . . j , 

m 5 = 4i'2.V^.jl-59 + 20 9 "-65^+l85^-48l9 Ä + l165^-2665 9 T 

+ 5820 q* - 1 2220 q 9 + 24802 q '" - 48880 q u + 93865 q n 
- 1 76 1 25 q n -,- 323685 q u - 583798 q li + 1 035060 q l " 
- 1806600 q"+ 31 08085 q™-....\, 
«•' = \'q b .\\-6q + 27q 1 -98q 3 +309q*-882q :i -{ 2330?"- 5784 ? 7 + 13644^ 

-30826?'+ 67107 g'"— 141444 q" + 289746 ? 1? -578646^ 3 
+ 11295277 I4 -2159774 ? ,S + 4052721 ^-7474806^ 
+ 3108085 9 ,H -....;, 
« 7 = 8\2.jq 1 .\\-7q + 3bq 2 -\40q i f 483 ^-1498 ? 5 + 4277 ? " -11 425 ? 7 

+ 28889 q*- 69734 q'+ 1 61 735 q w - 38227 1 q"+ 786877 q n 
- 1 662927 q" + 3428770 q n - 69 1 3760 q" + 1 3660346 q x " 
- 26492361 q" + 50504755 q x * - . . . . j | , 

Crelle'a Journal d.M. Bd. XVI. Hft 2. 15 



114 13. Sohnke, aequationes nodulares pro Iransform. Functionutn ellipt. 

u» = 16.g.|l-8g+41g - 192 g 1 + 718g'-2400g 5 + 7352 g 6 -20992g 7 

+ 56549g 8 -145008g n +356388g ,0 -844032g l, +1934534g n 
- 4306368 g 13 + 9337704 q" - 1 977 1 392 g 15 + 40965362 q 16 
-83207976 g ,7 + 165944732 g' 8 - . . . .[, 

« 9 = 16y2.gyg.|l-9g+54g'-255g 3 + 1026g 4 -3672g s + 11997g° 

- 364 1 4 q 1 + 1 03977 q» - 281 91 1 g 9 + 730953 q w 

- 1822689 g"+ 4390824 g ,? -10256508g ,3 +23303025g M 

- 51 631 227 g ls + 1 1 1 804966 g 16 - 237074742 g" 
+ 493063403 g' 8 -....{, 

u m = 32.gj/g ? |l-l°!7+ 65 ?- 330 ?M-1420g 4 -5412g 5 +18765g fi -60270g 7 

+ 181645 g 8 - 518660 g 9 + 141 3 165 g'"- 3697960 g" 
+ 9331 565 q"~ 22800050 g ,3 +54 11 2825 g' 4 -l 25090220 g 15 
+ 282298020g ,0 -623185010g 17 + 1348033540g I8 -....|, 

m u = 32i/2.gJ'g 3 .jl-11g + 77g 2 -418g 3 +1914g 4 -7733g 5 +28336g 6 

- 95931 g 7 + 304062 g 8 - 91 1240 g°+ 2601786^° 

- 7 1 20 1 36 q n + 18766759 g"- 47830486g 13 

+ 11827074<>g u -284527793g ,5 + 667553898g 16 
- 1530587256 g ,7 + 3435726536g I8 -....|, 

u n = 64 gj/g 4 . |l-12g + 90g J - 520 g 3 + 2523 g 4 -10764 g 5 + 41 534 g 6 

-I47720g 7 + 490869g 8 - 1539472 g°+4592430g"' 
-131116327 ,, + 36006362 ? ,2 -95497H6g ,3 +245457000^ 4 
- 61 3 1 83064 g ,5 +1 492474572 q m - 35469 15228 g' 7 
+ 8245677110g ,8 -....|, 

m' 3 = 64v/2.g[/g\jl-13g+104g'-637g 3 +3263g 4 -14651g 5 +59345g 6 

-221091 g 7 + 768131 g 8 - 2514551 g 9 + 7818200 g 10 

- 23233535 g" + 66328964 g' 2 + 182681 9 1 6 g 13 

- 487098378 q" - 1 26 1 1 1 83 1 3 g 15 + 3 1 78449222 g 16 
-781 531 3766 g ,7 + 18783535199 g 18 -....j, 

« H = 128.gy'g .|t-14g + 119g 2 -770g 3 +4151g 4 -19558g 5 + 82936g a 

-322828 g 7 +1 1 69847 g 8 - 3988292 g 9 + 12896562 g lü 
- 39809574 g 11 + 1 1 792 1 32 1 g' ? - 336630840 g 13 
+ 929461 993 g u - 2489690882 g ,s + 64867 1 1 301 g ,ü 
- 1 647572 1 276 g 17 + 40874694490 g 18 - . . . . | , 
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« 1S = 128>/2.gVg 7 |l-15g+135g 2 -920g 3 +5205g 4 -25668g 5 +113675g 9 

-461265^ + 1739710^- 6164345 g 9 + 20690964 g 1 " 

- 66222405 g n + 2031 73760 g 12 - 600 1 65795 g 13 

. + 171 3 196575 g' 4 - 4740491 107 q li + 12748926285 g 10 

- 3340068061 5 g ,7 + 85415669230g 18 -. ... j , 

« 16 = 256 q\ |l-16g + 152g 2 - 1088^ + 6444g 4 -33184g 5 + 153152g 

- 646528 g 7 + 2533070 g 8 -931 1664 g 9 + 32397616 g'" 
- 1 07299904 g ll + 340436664 g"- 1039026144 g 13 
+ 3061 896704 g 14 - 873981 0688 g 15 + 24229 1 1 51 09 g 10 
-65390485328 g 17 + 172 15521 0320 g' 8 -....), 

«"= 2b6y / 2.$q. jl-17g-170g 2 -1275g 3 +7888g 4 -42330g 5 

+ 20320 1 q" - 890800 g 7 + 361 9334 g 8 - 1 3780540 g 9 
+ 49590581 g'"- 1 6981*320 g ll + 556366922 g' 2 

- 1 752038020 g' 3 + 5323089708 g 14 - 1 5653783345 g 15 
+ 44679433473 g 10 - 124069449335 g 17 

+ 3358881 62944 g 18 -....|, 

« I8 = 512.g'J/g 2 . jl -18g + 189g 2 -1482g 3 + 9558g 4 -53352g 5 +265923g f * 

- 1 2086 10g 7 + 5084478 g* -2002 1534 ^+74438388^" 
- 2631 04686 g u + 88902081 3 g 12 - 2884990266 g 13 
+ 902 6077050g ,4 -27314626158g ,5 + 8017703378g' 6 
-228831885054 g 17 + 636376573943 g' 8 -. ... | , 

ti 19 = 512 ) /2.g 2 Vg J .|l-19g+209g 2 -1710g 3 +11476g 4 -66519g 5 

+ 343710g fi - 1617147 g 7 + 7034047 g 8 -28607673g 9 
+ 109745767 g 11 -....!, 

«i* ) =1024.g 2 jY. 1 1 - 20 g + 230g 2 - 1 960 g 3 + 1 3665 g 4 -821 24 g*+ 439270 g 6 

-2136600g 7 + 9596460g 8 -40260300g 9 + 159174524g 10 

-j- .... j . 

§. 5. 
Exempli loco, secundum quod aequatio modularis cujusvis ordinis 

deduci possit, calculum pro acqualione decimi tertii ordinis delcrminanda per 

partes consumatum addam. 

Habemus nimirum ex §. 3. lit. b. 

« =] / 2.yg-[A?)], y = -W-q-k-Uiq")}, 

« 2 = 2 . fa. [f(q) f , r- = + 2 . g 3 .^ 2 . [ A'g' 3 ) Y , 

15* 
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u z = 


2y'2. jq\ 


[A?)]\ 


u* = 


4. Jq\ 


[A7)]\ 


u b = 


4|/2. fq\ 


[A?)] 5 , 


u 6 = 


8. yy. 


[A'?)]", 


« 7 = 


8/2. J/<7 7 - 


[A*)]% 


u» = 


16 . 7. 


[A?)J 8 , 


w 9 = 


16/2. g J/ 9 . 


CA?)] 9 , 


u w = 


32.9^. 


[/W, 


«" = 


32/2. ^Jy. 


[A</)] 1 \ 


«■-' = 



64.0j/gr*. 


CA?)]", 


« ,3 = 


64/2. 7/tf 5 . 


CA*)]". 


«'♦ = 


128.<//v°- 


[fiqT, 



S = - 2/2y./ g 7 .[AV 3 )]\ 

+ 4Y-WMA?' 3 )] 4 , 



,4 



» 5 = - 4,'2y . } ^.[/V)] 5 , 
»» = + s-.^.^.t/'CO] 6 , 

v» = + i6. ? ' 3 . [Aor. 

r' = -16/2.?". /^.[/W 3 )] 9 , 

^"= + 32.^ 6 .;y-[a? u )] , °* 

*» = -32/2.y».y^.[Af°)] u . 

r ,2 = + 64.g w .;y.[AO] B » 

*» = -64,/2.y.^.[Ag ,J )] 13 , 

v» = + 128.^.;/ ? «.[A9 ,3 )] , % 

Quoniam potestas v x * quantitatem irrationalem \ q () continet ex lit. b. 
§' 3. scimus tales tantum potestates ipsius v et v conjunctim positas in ae- 
quatione inveniri posse, quae eandem quantitatem irrationalem faciant, unde 
pro aequatione moduiari decimi tertii ordinis sequens forma evadit: 

v ,4 +r 1 V(a l +a^ + y , V(# 

+ v° u («i + e , u*) + £r M w° -f- v' m 3 (^ + % m s ) + 1/ 6 w H + v* w 5 (1 1 + 1 2 « H ) 
+ vV (x l + ^ 2 tt 8 ) + A vV + y 2 u 4 (u { + w 2 * H ) + yw^ + ^w 8 )-« 1 * = 0. 

Ultimus terminus hujus aequalionis habet secundum lit. a. §' 3. Signum nega- 
livum, quoniam 13 est numerus formae 8r — 3. 

Ex lit. rf. § j 3. sequuntur: 

h — «1; ,«* = — Ä; cT 2 = — ß,; ^ 2 = y; * 2 = -tfi; y 2 = «i; 

Ex lit. e. §3. sequuntur: 

"2 = -«i; ^1 = — « 2 ; ,"a = — A; ,"! = — /*m * = — y; * 2 =— <V» 

Ex lit. /*. §' 3. sequitur aequationem, ubi in ea u = 1 ponitur, transire 

in (y+l) n (v — 1) = sive in 

v l4 +12y l3 + 65 i/ 12 + 208i/ ll + 429y lü + 572^+429^-429^-572^ 

-429* 4 -208y 3 -65i/ 2 - 12^-1 = 0. 
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Qoae com aequatione antecedente comparata has praebet aequationes 
conditionales: 

«, + «, = 12; /3, + A = 65; y = 208; c? 1 +& = 429; «, + e, = 572; 

£ = 429; i7, + Jfc = 0. 
Ex his elucet aequationem posse scribi sequenti modo: 

v H + v ll it. [(12-a,) + er, tf] + v xi «'[(65 -/?,) + AO 

+ 208v"« 7 -J-y 1 " M 4 [(429 + ^)-^« 8 ]-^«[(12-a 2 , )-(584-a J )tt 8 ] 

+ 429vV-rV(208-208« 8 )-429vV-vV[(584-a i )-(12-a 2 )« 8 ] 
+ vV [ß - (429 + ß 2 ) w 8 ] - 208 S « 7 - j/ ? m 4 [yj, + (65 - ß 3 ) J] 
-v«[a 7 + (12-a 7 )« 8 ]-« w = 0. 
Restant igitur duo tanltim coefficienles dclerminandi: a 2 et ß 2 . Ut hi deter- 
minentur pro diversis potestatibus ipsius w ponimus valores, quos in §° ante- 
cedente dedimus: pro v vero quod est 

= -Y2.q]/<f.[l-q" + 2q* i -Zq»'+....], 

8 

scribere sufficit — \2 q] q\ quoniam reliqui ejus termini potestates continent 
decima tertia majores.' Eruitur ergo: 

u 14 = r28[-q + 14q 2 -i\9q z + ....] \ 

-(12-a 2 )™° = (12-« 2 ).32[ q 2 - 9q*+....]l = 

— a 2 . rw = a 2 . 2 [ g — g ? + 2qr 3 + ]( 

- ß.yV = /?,. 8[ - ? 3 +....] ! 

Reliquos aequationis terminos omnes omitti licet, quoniam infimae potestates 
ipsius q, quae in iis continentur, tertiam superant, ex qua jam ß 2 determinari 
potest. Additione facta et coefficientibus singularum potestatum ipsius q ipsi 
zero aequiposilis evadunt aequationes: 

-128+2«, = 0, 

-119. 128-9. 32(12-« 2 ) + 4« 2 -8/? 2 = 0, 

ex quibus deducitur: 

cf 2 = 64; /^ 2 = 0; 

unde denique aequatio moduiaris decimi tertii ordinis eruitur sequens : 

v i *-4v 1 V(13--16^)+65v"i»H208y ll i» 7 + 429y l V+52y 9 «(l+10^ 
+ 429^M 6 -208v 7 w 3 (l-ii 8 )-429^ii 8 -52K i fi 5 (10+« 8 )-429v 4 w 1 " 
208*/V-65*/V 2 -4i/ti(16-13w 8 )-ti 14 = 0. 

Nota. Facile inlelligitur infimam potestatem ipsius q, quae in ae- 
quatione quavis modulari inveniri possit in duobus tantum terminis in se- 
ries evolutis contineri posse, in his dico: tt n+l et a.uv, qui posito n + 1 
= 8* + / praebent: 
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n-fl 

qua ex re concluditur aequationem conditionalem , ex qua coefficiens ipsius 
uv determinetur, esse hanc: 

n-t-l n—V 

2a = -(2)~, ergo: a = -(2)~. 

§. 6. 
Altera methodus coefficientes inveniendi in eo nilitur quod coefficientes 
cujusvis aequationis algebraicae ex summis potestatum radicum componi 
possunt. Habemus enim, ut omnibus notum est, in aequatione: 

ad coefficientes determinandos has aequationes conditionales: 

Si+C, = 0, 
S 2 + C l S l +2C 2 = 0, 

Sj+c 1 ^+a J s 1 +3c 3 = o, 

S4+C,S i +G l S a +C 3 S 1 + 4C 4 = 
et cetera, 
ubi per S m significatur summa m Urum potestatum radicum. 
Si q = r* et 

(i+0(i+0(i+Q ..,. _ ■ H 16 24 __ 8 

(l + r')0+O(l+O.... " 1 + A i r + A ^ r +^ r +••- - A r ) 

ponimus, fit secundum Fund. pag. 89, 7. 

u = }/2.r./\r 8 ). 
Si n est numerus primus, impetramus secundum §. 2. omnes (n+1) valores 
ipsius v hos: 

±i%.f*.fif*) et |'2.rV/{r n ~X 
i 

si pro r n omnes ejus valores in numero /* ponuntur. Quod ad primam ra- 
dicem attinet, utrum Signum positivum an negativum sit sumendum; ea quaestio 
jam supra §. 2. lit. a. absoluta est. Erit ergo: 

in qua expressione illi tantum termini sumendi sunt, qui irrationalitatem non 
continent, quoniam ex §.1. scimus aequationis coefficientes omnes ergo etiam 
S functiones esse rationales ipsius u ideoque ipsius r . Si igitur a et ß tali 
modo determinamus ut sit 8^ + 1 =n.ß l , habemus 
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Pro » = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 

Sunt: er, = 1, 3, 6, 4, 8, 2, 7, 

6t \i\ ^ O, 0, •, O, 0, 1^ ö, . . . • 

Exponentes /? M /?i + 8, /?, + 16, .... tantum ad illum usque va- 
lorem continuare opus est, qui minime ab n differt et ipsius f{r* n ) primos 
tantum terminus qui unitatem aequat sumendus est quoniam sequentes termini 
potestates »'" superiores continent. 

Hinc nanciscimur : 

pro: «= 3, S&V = j/2.[-1 +3^,]r\ 

- » = 5, S<> = y'2 . [- 1 + 5 A 3 ) r 5 , 

- »= 7, Sfv-/2.[+l+7AV, 

- » = 11, ^^.[HA+'-l + ll^rV, 

- » = 13, S^v=y'2.[13A b +(-l+idA, i )7^r\ 

- » = 17, S ( , ,:) i' = } / 2.[17J 2 4-17^ l9 r 8 +(+l+17^)r"']r, 

- » = 19, S™ v = } / 2. [i9 A 7 + i9 A 20 t J< + { -l + 19 A^r^r 3 , 

Similia valenl de reliquis summis. Fiunl enim: 

S<"> j/ = 2 |r\ [A'Or + -2T" I/O-"")] ! 

= 2ii[^g>.fA + ^ i ) +1 ,.^.+»+ i 4m Iii . f A + i«. + ....], 

si a 2 et ßi tales valores assumunt, qui aequationi 8a 2 + 2 = »/? 3 satisfaciunt; 

S?>v = 2|/2.«.[^ ^'+^V n .^ + "+<> +2lf .^+ w +....], si 8« 3 +3 = »#,; 
S&»>v = 4. n.[A^.^+A^ +ll .^ +8 + A^ n .^ +u - +....], si 8« 4 +4 = »ft; 

et cetera. 
Per A m , A l3) , A w , .... coefficientes evolutionum secundae, lertiae, quar- 
tae etc. potestatis ipsius « significantur, quales in §. 4. inveniuntur. 

§•7. 
Deducitur aequatio modularis pro transformatione tertii ordinis. 

Forma faujus aequationis ex §. 3. lit. h. est: 

v* + au*v* + buv — u* = 0. 
Secundum §. 3. lit. f. fiunt: 

a = PJ - P • = 3-1=2, 6 = P 3 *-P 3 a = l-3 = -2; 
ergo aequatio ipsa est haec: 

v 4 + 2fi 3 ^-2fiy-w 4 = 0, sive: v *-u 4 -2uy{l-u 2 v l ) = 0, 
aut: (v-uf{v+u)-2vu(i+u i )(l-v 7 ) = 0. 
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Deducitur aequatio modularis pro transformatione quinti ordinis. 
Forma hujus aequationis est ex §. 3. lit. a. et 6. 

Secundum §. 3. lit. e. habemus: 

rf = — a; c = — b. 
Secundum §. 3. lit. f. est: 

a = P^-P.? = 5-l=4, b = ?l-?l = 10-5 = 5; 

ergo aequatio quaesita: 

v° + 4t*V + 5«*V-5wV-4«*i'-tt ti = 0, 
sive : 

v 6 -u 6 -4uv(i-u*v*) + bu 7 v*(v 2 -u 2 ) = 0, 

aut: 

(v~ti) 5 (i/+ii)-4fii/(l+tt 4 )(l-y 4 j = 0. 

Deducitur aequatio modularis pro transformatione septimi ordinis. 

Forma hujus aequationis est: 

v^+a^v^ + btiv^ + c^^ + du^v^ + et^^ + f^v^+guv + u^ = 0. 

Ex §. 3. lit. e. sequuntur: 

g = a ; f = b; e = c. 
Ex §. 3. lit. f. sequuntur: 

a = -P 8 = -8, b = P| = 28, c = -P 8 3 = -56, rf = P 8 4 = 70, 

ergo aequatio quaesita: 

^-8w 7 v 7 + 28fiV-56fi 5 i/ 5 +70w 4 ^-56w 3 i' 3 + 28wV ? -8tti/+tt 8 = 0, 
sive: 

(l-« 8 )(l->/ 8 ) = (l-w>') 8 . 

Deducitur aequatio modularis pro transformatione undecimi ordinis. 

Forma hujus aequationis est: 
v l2 +t?v l \o 1 + a 2 u*) + bu«v ll) +uv 9 (c i + c 2 u s ) + du*^ 

+gt£tf + htfv*+t?S(i l + i 2 u*) + ku c, v 2 +uv(l l ^ = 0. 

Ex §. 3. lit. e. sequuntur: 

4 = —«^ / t = — «h; k=—b; t, = c x ; ii = <h; h = —d; 

9=—e; f 2 = -f x . 
Ex §. 3. lit. d. sequuntur: 

«2 = «i; f 2 = —b; 4 = c t ; A = — rf; Ar = — f x . 
Ex §. 3. lit. f. sequunlur: 

ai + a^PJ.-P^ll- 1 = 10, 
b ^P^-P;. = 55- 11 =44, 
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Cl + c = P,\-P,\ = 165- 55 - HO, 
d = P,\- P, J , = 330-165 = 165, 
e = P, 5 , - P,*, = 462 - 330 = 1 32, 
/,+/; = P^-P;, = 462-462 --= 0. 
Ex §. 5. Nota, est /, = - 32. 

Ex bis conditionibus jam coefficientes omnes sunt quantitates notae; 
aequatio igitur componi polest: 

v"_n» y '«(2a -32 tf\ + Uu' 1 r"'+22«»'"(l + 4« K ) + 165 «V + 132w 7 v 1 
+ 44wV(l-<)-132»/V~l65//r 4 -22«V(4 + M 8 )-44MV 
- ü v (32 — 22 ««) — «i ,a = 0. 
aut si placet: 

(t>-u) ll ii> + u) + Uu' ! vHv*-u t )(\ -u*;(\ -v*)-'d2uv(i+u w )(l -v w ) 
-22i«i'(l+« , )il-i^).:Cv>«'0.[4«V-(i» , -i'^+4iiV\l-if ? i' 1 Xl-ii , )f1+v a )! 

= o*;. 

Deducitur aequatio modularis pro transforruatione deeimi tertii ordinis. 
Forma hujus aequationis est : 

v u + «* v li ( o, + a t if)+ w* v n (6, + b , m 8 ; + c li r' ' + w* i' 1 " (rf, + * «*) 4" « '^ (e. + e 2 w 8 > 

+ /•«" y" + K 3 !'• ( flr, + 0. « H J + A « S I'" + M 5 1? (t, + J 2 «") + «* »'* ( *i + *s »*) + / « 7 ^ 

+ ?< 4 v 3 (»», -f t>h if) + u y («, +»,»") — w u = 0. 
Ex §. 3. lit. e. sequuntur: 

«i = — o t ; », = — o 3 ; m, = —b l ; m i = —b 1 ; l=—c; Ä 2 = — </,; 
Ä-, = — rf 2 ,- t, = — e, ,• i, = - e„- A = — /"; #, = — <?, . 
Ex §. 3. lit. d. sequuntur: 

«, = <*,,• m i = -b l ; d. = —b 2 ; g 2 = c; Ä 2 = —</,,- n 2 = ei; 
h = — f; 1 = g,; m t = — A, . 
Ex §. 3. lit./*. sequuntur: 

«i + «i = P.V-P:, = 13- 1 = 12, 

6, +6, = P.'j-P.'j - 78- 13 = 65, 

c - PJi-PJ, = 286- 78 = 208, 

d, + rf. = P.V-P.'i = 715- 286 = 429, 

e, + e, = Pi-;-,*, = 1287- 715 = 572, 

f = P.^-P;, = 1716-1287 = 429, 
gt + (h = Pi-Pü = 1716-1716 = 0. 



*) In hujus Diarii Toni. XU. pag. 178, ubi hanc aequationem sine demonstratione 
dedi error typographicus inveuitur ; illo enim loco in seeundo tennino juxta. (v* -J- >/*) 
factor omissus est hie: [4m s v* — (w 9 — v*)*]. 
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Ex §. 5. Nota, est u, = —64. 

Aequatio ergo transit in sequentem: 

y " - u 5 v n (52 - 64 u*) + u 2 v u (b x + b 7 w 8 ) + 208 n V" + t*V° [(429 + 6 2 ) - b 2 tf 8 ] 
+ fiv°(52 + 520ii 8 ) + 429« ( V--w 3 v 7 (208--208tt 8 )-429iiV 
- t*V(520 + 52 w 8 ) + wV [6 2 - (429 + 6 2 ) w 8 ] - 208 tt V - «V (6 2 + 6, tf 8 ) 
-«i/(64~52w 8 )-w 14 = 0. 

£(13) g(13) g(13) 

Restat igitur ut coefficientem secundum, qui est = ' 2 ' ^— , deter- 

minemus. 

Secundum §. 6. est 

si a 2 et /? 2 tales valores accipiunt ut aequationi 8a 2 +2 — n.ß 2 satisfaciant, 
ergo : 

SJ W > = 26. [AP.r* + A$.n, 
sive posito secundum §.4. AP = — 10, -4J? = 3348, 

S< 13) = 26[-10r 2 + 3348r , °], 
qui termini ex aliis potestatibus ipsius u nasci nequeunt nisi ex secunda et 
decima, Ha ut aequiponendum sit: 

S™ = mu 7 + m'u l "; 

si hie valor, qui substitutione u = j/2.r.[l — r H -\ ] adhibita, transit in: 

2mr 2 + (32 m' — 4 m)r U) — cum praeefedente comparatur, eruitur: 

2m = -260 et 32 ro'-4ro = 26.3348, 
ergo: 

m = - 130; m' = 2704 unde S< 13) = -130« 2 + 2704w lü . 
Si 13) jam ex aequalione ipsa notum est, nimirum SJ ,3) = — 52ti 5 +64ti u , ergo 
fit coefficiens seeundi termini: 

Wl b „ m _ S^'S^> S(»> _ 2704«" 130«' 2704«" __ ß . 
Oi« + Oj li — 2 2 — — — 2 2 2 — ' 

ergo 6i = 65 , 6 2 = 0. 

Aequatio igitur nodularis decinai tertii- ordinis erit: 

> '«_ M » v » (52=64tt H ) _ | . 65öV « + 2 08a 7 y u +4 29 tt 4 1/ m +5 2 tiy 9( 1 + 10 ^ 

+ 429«V + 208« J y 7 (l-« 8 )-429« 8 ^-52« 5 ^(10+tt 8 J-429« , V 
-208«V I -65« , V-«i'(64-52« 8 )-tt w = 0, 
aut: 

-4«v(l +« 4 )(l-i' 4 ).[13(3t»V+4«V , (i' i +ii 2 ) ? +(i + ^)(l-tt 4 )(l -t»V)) 

+ 3(l-«*+» 8 )(l+y*+y 8 )] = 0. 
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Dcducitur aequatio nodularis pro transformatione dccinri septimi ordinis. 
Forma hu jus aequalionis est: 

y 18 + W y I7 (a 1 +a 2 ^+a 3 «^4^^ 

+ t£v"(e l + e 2 if) + u G v l ^f l +f 7 u H } + uW"(g l + 

+uf?(i l +i i u s +i 3 u 1 ") + u 7 v«(k l + k 2 n H ) + 

+ u V (*, + fh tt 8 ) + «V (o, + o 2 w 8 ) + n V { Pl +p 2 n 8 ) + tfr 2 (q l + q 2 tf) 

+ wr(r 1 + r 2 tf 8 +r 3 ti lf, ) + « 18 = 0. 

Ex §. 3. lit. e. sequuntur: 

Oi = rfi ; Oi = rf 2 ; »2 = Ci ; 

*i == ff'2 i Ä 2 = Aj ; &! = A 2 ; 
Ex §. 3. lit. rf. sequuntur: 

r 3 = a,; t 3 = a,; q 2 = b l ; 

/ 2 = rf l ; «2 = ^; nh = f x \ 

p, = / 1 ; 0! = !»,. 
Ex §. 3. lit. /*. sequuntur: 



?2 = &i ; 


^t = 6 2 ; j»i = c,; 


/»i = c,; 


», = ej ; 


»»2 = /V; »i=/a; 


h = 9t ; 


tj = i, . 






Ä2 = 6 2 ; 


p 2 = C! ; ^ 2 = Cj ; 


o 2 = rf, ; 


A = ^i; 


«2 = A| ; r 2 = *j \ 


7i = *i ; 


= -p; s: 


= - 18, 




= + P.V 


= + 153, 




= -P, J 8 


= - 816, 




= +P,V 


= + 3060, 




= -P,V 


= - 8568, 




= +PS. 


= + 18564, 




= -P,'h 


= -31824, 




= +P?8 


= + 43758, 





&, + k 

C, + Cj 

rf, + rf, 

e, + e 2 

/i+A 

0i+0a 
A,+ A 2 

«i + «2 + «3 = - P,s = — 48U20. 
Ex §. 5. Noto. est r t = -256. 

Aequatio ergo sequenlem formam induit: 

y u, +t»' l7 [a 1 + (238-o 1 )« 8 -256w l6 J + «V ,ß [6 1 + (153-6 1 )« 8 ] 
+ «V s [c, - (81 6 + c,) « 8 j + «V 4 [rf, + (3060 - rf.) O 
+ mV 3 [e, - (8568 + «,) O + «V 2 [( 1 5504 + d t ) + (3060 - rf, )«*] 
+ «V 1 [(- 31 008 + c.) - (81 6 + c,) m 8 ] + «V 10 [(43605 + 6.) + ( 1 53 - 6,)<] 
+«v 9 [(238-a 1 ) + (-49096+ 2a 1 )w 8 +(238-a,)w ie ] 

+tiV[(l53-6,) + (43605 + 6,)« 8 ] + « J »' 7 [-(816 + c 1 )+(-31008+c 1 )« 8 ] 
+ «V[(3060-d 1 ) + (15504+ rfOw^ + wV [-(8568+ e^ + e,« 8 ] 
+ «V[(3060-rf 1 ) + rf 1 tt 8 ] + «V[-(816 + c 1 ) + c l w 8 } 
+ « 8 v ? [(153-6 l ) + 6,« 8 ]+«y[-256+(238-o 1 ) + o 1 ]+«' 8 = 0. 

16* 
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üt coefficientem primum a, w + (238 -<*!,«"+ 256 «" = d = - S< 17) 
determinemus, ex §. 6. scimus esse: 

S< ,7 > = >'2.[17A + 17 A«r 8 +(1 +i7A M )f fS ].r 
= J /2.[17.2r-17.258r»+.---] 
atque 

S(") = -«,«- (238 - a, > 9 - 256 « l7 

= ^2[-a,r+a,r 9 -2a 1 r ,7 + .16(238-a,)(r 9 -9r ,7 +-.) ]; 

si hi ambo valores ipsius S\ n) inier se comparantur, evadit: 

a, = -34, 
ergo: 

S< 17) = 34w + -.-- et 6^ = 34«+ 

Quod ad secundum coefficientem, est: 



• » • * 









6!« ? +(153 


-b,)U V ': 


= c t = - 


sv 7) 

2 


- ■ — • 

2 




Ex §. 


6. 


vero 


fit: 


















S' ,7 > = 


34 . [A™ . 


■ r'+Atf. 


r +••• 


•] 










- 


34.[18r' 


! _L 1 








atque : 








S' ,7 > = ro« 2 +roV 


i 














= 2 


•} 1 








unde 


ex 


amborum comparatione oritur 


• 

• 














m = 306, 


. ergo 


SP = 306«*+ • 


i • t • 




unde: 




















C 2 : 


= 6,«' 


+ (153-6,)«'" 


= -153 


« 2 + 578 1 


»* + •••• 


= + 425« : 


'+ 


ergo: 






■ 


6i = 


+ 425. 










Tertius 


coefficiens est 


















r..u 3 — (8iß4-t 


!.)ti n = f. 


- -_ s . 


C,.S, 


CvS, . 





• • t • 



1 v ' " 3 3 3 3 

Ex §. 6. fit: 

^ ,7 > = 34|/2.[4 3) -r , +^! ) .r n ] 

= 34y2.[194r 3 +- ••] 
atque 

= 2j/2.»»r 3 ; 

aller valor ipsius S 3 cum altero comparatus praebet: 

m = 3298, ergo Si ,7) = 3298k 3 H , 

unde: 
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Cj = c 1 « J -(816 + c I )« n = -1099!.« 3 +3468w j -4816$m j .... 

= -2448« 3 ...., 

ergo: 

c, -= -2448. 
Quartus coefficiens est: 

</,«* + (3060- rf,)« u = C 4 = -A-ßA_. £A_. ££_. 

Ex §. 6. fit: 

S 4 ,7) = 68.|>4W.r 4 +.<4< 4 .>.r ,r ] 

= 68.[2162r 4 +--] 
atque 

S 4 I7 > = ro« 4 + »» V 

= 4i»r 4 H 

alter valor ipsius S 4 cum altero comparatus praebet: 

m = 36754, 
ergo: 

S« ,r > = 36754« 4 , 

unde: 

C 4 = d,« 4 +(3060-rf,)« n 

= -9188 ^m 4 4- 28033» 4 -32512 |« 4 + 20808«*... . 

= 7140« 4 ...., 
ergo: 

rf, = 7140. 
Quintus coefficiens est: 

c, « 5 - (8568 + e t ) « ,J = C 5 = - -| - ^4- - -'^ -- ^- — ^i- • 

Ex §. 6. fit: 

= 68/2. [24802 r 5 + ••••] 
atque 

S$"> = tmt+m'u" 

= 4| , '2.mr 5 -i 

alter valor ipsius <S 5 cum altero comparatus praebet: 

m = 421634, 
ergo : 

S<. 17) = 421634« s + .". 
unde: 

C 5 = ^«'-(SößS+e,)«" 
= -84326£« s + 249927 £ w 5 - 280330 w 5 + 14981 71a 5 -48552 «* 

= -13464« s 

ergo: 

e, = -13464. 
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Si denique bi valores in aequatione prius dicta ponuntur, aequatio 
modularis decimi septimi ordinis eruitur: 

r 18 -(34-272«*+256« ir> >>' ,7 + 17(25 -16w B )wV°-816(3-2w 8 )«V $ 
+ 1020(7-4«"j «V*- 1224(11 -4« 8 )wV 3 +204(lll -20«0 «V 
-816(41 -2« 8 ;«V* + 34 (1295- 8« 8 )«V"+ 68(4-723 •/ + 4 «") « *» 
- 34^8- 1295<)«V + 816(2-41w 8 )«V-204(20 + 111 a 8 )«*" 6 

+ 1224(4-tl« 8 ) M V-1020(4-7«V> 4 + 816(2-3« 8 )tt 7 j/ J 
-17(16-25« 8 )m 8 ^-(256-272« 8 + 34« ,ü )«i/+« 18 = 0, 

aut: 

(„_ w )"»_16«,'(! -« 8 )(1-v 8 ).[l7«r(v-«)°-(»/ 4 -« 4 ) 2 + l6(l-«V) ? ] = 0. 

Deducitur aequatio modularis pro transforniatione undevicesimi ordinis. 

Forma hujus aequationis est: 

»"+ («i + a 2 « 8 -t-o,« 1R )« 3 »' l9 + {b l + b i u*)rfv" i +{c l + c,tf + c 3 u l6 )uv 11 
+ (rf, + d? u H ) «V 8 + (e, + e, u«) u' r 15 + [f x + f> m 8 + f 3 « lü j n r u 

+ (0i + fh «") " 5 »'"■+ ( *i + *2 «") «" " n + («i + ^ « s + h « !6 J m 3 >'' ' 

+ (Ä 1 + ^« 8 )«V , "+(/ I + / i « 8 + / 3 M ,6 ;«1/"+(»» 1 + »l J tt 8 )«V 8 
+ (n l + « 1! M 8 )?<V + (o 1 + 2 M 8 + 03« Wi j«V°+ (pj+pa« 8 )« 5 !/ 5 

+ (? +g 3 « 8 «V+(r 1 + rjW 8 + rj«"' / i«V + (* I +*,tt 8 )«V 

+ ;* 1 +*>« 8 +m i v = 0. 

Ex §. 3. lit. e. sequunlur: 

t 3 =— «i; / 2 = — «h; /| = — a,; * 2 = — 6,; * t = — 6 2 ; ^ = —0»; 
r 2 = — c 2 ; r x = —d\ q 1 = —d l ; g, = — tf,; p 2 = — e,; Pi = —e i - i 
Oj = — A; o 2 = —f 2 ; o l = —f i -, th = -g t ; ni = -g,', nh = —hi; 

TOx = «2 'i *3 = *I ? *2 = — *2 5 »1 — — *3 ? »2 = — ft| . 

Ex §. 3. lit. </. sequuntur: 

rj=*Oi; *, = a 2 ; o 3 = — 6,; f 3 = —b 2 ; h = c x \ h = Ci; q 2 = -d l ; 
1h = — rf 2 ; «2 = ei; *2 = — A; k i = —f l ; Pt=g\\ m, = — A,; 
r 2 = tj ; o 2 = — A, ; / 2 = /, ; q t = — m, , ; s, = — o t . 
Ex §. 3. lit. f. sequuntur: 

«i+«2 + a* = Pi9-P?9= 19- 1= 18, 
6, + 6 1 = P5,-Pi n = 171- 19= 152, 

c, -f c, + c 3 = Pf 9 - P* 9 = 969 - 171= 798, 
rf 1 + rf. = P I « 9 -P 1 ' 9 = 3876- 969 = 2907, 
e, + e, = Pi, - P 4 9 = 1 1 628 - 3876 = 7752, 
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fi + fr+f 3 = P»-Pio = 27132-11628 = 15504, 

9i+92 = PJo-Pfo = 50388-27132 = 23256, 

A, + A 2 = Pjg-P,',, = 75582-50388 = 25194, 

t,+i, + « 3 = Pfo-Pf, = 92378-75582 = 16796, 

*, + &, = P;,;-Pr 9 = 92378-92378 = 0. 

Ex §.5. Nota, est: 

/, = -512. 
Aequatio ergo sequentem formatn induit: 
„*> + [ ai - (494 + o t ) « 8 + 5 1 2 ?/ ,fi ] n 3 v 19 + [6, + (1 52 - 6, ) «> fi i' w 
+ [-«,+ c« 8 + (798 + a t -e t ) u 16 ]uv" + [rf, + (2907 -rf,) <]«V' ,C 
+ [e l + (7752-e,)« 8 j«V s + [6, + (15656-2 & 1 )« 8 -(152-& 1 )« ,e ]«V 
+ [-«, + (23256.+ c.) w 8 ] « 5 v 13 + [(281 01 - rf,) - (2907 - rf,) m 8 ] «V 
+ [- c 3 + (1 7290 + a, + c 3 ) » 8 - (494 + «,) m ii, 1 « 3 r" 
+ [(15656 -26,)- (1 5656 - 2 6.) «*] « fi >'"' 
+ [(494 + a,)-(17290+a, + c, , i?< 8 +c 3 « ,f ']M»' 9 
+ [(2907 - rf,) - (281 01 - rf,) O u* j' 8 - [(23256 + e, ) - e, w 8 ] « 7 r 7 
+ [(152-6 l )-(l5656-26 l )« 8 -&,]wV 6 -[(7752-e l )+e l «>V 
- [(2907-rf,) + rf,« 8 ]«V-[(798 + «. - d) + <fc« 8 -o,« ,0 ]«V 
-[(152-A l ) + 6l« 8 ]« <, »''-[512-(494 + o 1 )M 8 +o I ]«J'-« ^,, = 0. 

Ut primus coefficiens delerminetur est : 

C, = ö, « J -( 494 + a, )w u + 512 »" = -S, . 
Ex $.6. vero fit: 

ST> = ]/2.[19^ 7 r 1 +10^ 6 r 1, + (-l+19^«)r 19 ] 
= }/2.[-19.l2.r 3 +---] 
atque 

S{ ,9 > = m« , + f»'« u + ff*"« 1 " 
= 2 ^2.i»r^ + ••••, 
alter valor ipsius S, cum altero comparalus praebet: 

m = -114. 



ergo 



nnde: 



S< 10) = -114« 3 + 

C, = 114« 3 + 
Secundus coefficiens est: 



M°+(152-6o« w = C, = -^- 



2 



c,s, 
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Ex §. 6. fit: 

= 38.[1648r 6 +.--] 

atque 

S< 19 > = ro«°+mV 4 

= 8f»r 6 H , 

alter valor ipsius S 2 cum altero comparatus praebet: 

m = 7828, 
ergo : 

S* l9) = 7828« ü + ...-, 
unde: 

C t = -3914« r, + 6498« 6 +-.. = 2584« 6 +--, 
ergo : 

6, = 2584. 
Tertius coefficiens est: 

-a 1 tt+c 2 « 9 4-(798 + a 1 -c 1 )« 17 = C, = --|— <^.-^-. 

Ex §. 6. fit: 

Si ,9 > = 38^2.[^r+^>r +^iVr 17 ] 

= 38}/2.[9r-255945r 9 H ] 

atque 

S 3 (,9) = mu + m'u>+m"u x7 

= \f2.\tnr— mr 9 4- 2«f" 

+ 16«nV- 144mV 7 

+ 256 i»"r"[, 

alter valor ipsius S 3 cum altero comparatus praebet: 

m = 9. 38, 

-w+16m' = -38.255945, 
ergo: 

m = 342, 

tri = -607848, 
ergo: 

$ ,9 > = 342« -607848 m 9 , 
unde: 

C, = -114«+202616« 9 +297464« 9 +98192u 9 +-.- 

= -114«+ 3344V +— •, 
ergo: 

cj = 3344. 
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Quarlus cocfficicns est: 

rf, « + + (2907 - </, ) «" =-- C t = - £ - ■ ■£»- - -* 4 -- - - £'- • 
Ex §. 6. AI : 

- 76.[-4180r* + »»], 
atque 

= 4 n> r 4 -i 

alter valor ipsius S 4 cum allcro comparalus praebet: 

,n ■■-.-■ -794*0, 
ergo : 

S'' 1 "' --= -79420« 4 ; ..... 
unde: 

- 19855//*-9747^-3219tf'.... - 6859w\ 
ergo: 

rf, = 6859. 
QuinUis cocHicions osl: 

e,«'--i <<o2 — t'.iw = C\ = — .■- — ■•'. ' •=-- — \— '.-'-. 

Ex §. 6. Üt: 

sv ,,j - 7ö j' 2. i>u;> 7 -j- ,!};•*•"] 

- 70, 2. [1035060 r 7 -r— ■] 
atque 

SIS 1 ' -■= w « 7 + »/'«''• 

=* l'2.[8/wrM J. 

alter valor ip^iiis .$- cum altcro comparalus praebet: 

m = 9833070. 
ergo: 

Sip - 9833070 w 7 + 

unde: 

/-* 4tiLm>4 4 - , iC4Aw fl - **3728 - 892392 - 78192« 7 , 
C, = — 196bb14f/' + 1810776«/' -■ -«'+ --- «. — * + --> — «H 

D «5 O 

= 2280w 7 + - •-. 

ergo: 

e x = 22S0. 
Ex his aequatio [nodularis undevicesimi ordinis oritur haec: 
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j/ SÜ +(114-608 « 8 +512tf 16 )wV 9 +152(17-16«>V 8 

-38<3-88« 8 + 64 w 16 ) «y"+ 19(361 -208 «>V 6 +456(5+12m>V 5 
+ 152(17 + 69« 8 4-i6« 10 )«V l4 -456(5-56tt 8 )«V I3 +494(43 + 8tt 8 )« 8 y 12 
- 76 (44 - 273 « 8 + 8« ,c ) « 3 v u + 10488 (1 - w 8 ) «V° 
+ 76(8-273« 8 +44« l0 )«^-494(8+43tt 8 )tfV-456(56-5« 8 )«V 
-152(16+69« 8 +17« l6 )«V>-456(12-5tt 8 )«V + 19(208-361 t* 8 )« 8 "* 
+ 38(64-88 w 8 +3« l V" J +152(16-17« 8 )«V 
-(512-608« ö +114« 16 )MV-tf 50 = 0. 

His exemplis, quomodo aequatio modularis pro transformatione cujus vis ordinis 

deduci possit, satis demonstratur. 

Halae, mens. Mart. 1836. 
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14. 

Summenrechnung für einfache und zusammengesetzte 
Reihen, gegründet auf die Differenziale und Integrale 
der Functionen, wodurch die Reihen erzeugt werden. 

(Vom Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 

Fortsetzung von No. 6. und 14. Band XI., No. 2-1. Bd. XIL, No. 22., 23. und 24. Bd. XIII., 

No. 1«. und 23. Band. XIV., No. 17. und 21. Band. XV.) 



A. Summenrechnung für einfache Reihen mittelst der 
Differenziale und Integrale ihrer Functionen. 

§.124. 

JLfie Summenrechnung für einfache und zusammengesetzte Reihen mittelst 
der Differenziale und Integrale ihrer Functionen, wird auf eine ähnliche Art 
gewonnen, wie die gewonnen wurde, die auf den Unterschieden und Auf- 
stufungen der Functionen beruht. 

Wir legen zu dem Ende die allgemeinen Reihen, wie wir sie §. 72. 
und 73., ferner §. 90. — 92. gefunden haben, zum Grunde; führen statt der 
Unterschiede und Aufstufungen ihre Entwicklungen mittelst der Differenziale 
und Integrale ein. Diese Einführung wird uns die Summenrechnung für 
solche Reihen, die durch einfache Functionen erzeugt werden, gewinnen 
lassen. Auch hier haben wir, wie früher, zwischen solchen Reihen zu 
unterscheiden, deren Glieder nur mit positiven unter einander verbunden 
sind, und solchen, die einen Zeichenwechsel haben. 

Gehen wir von den Gleichungen (350.) aus, so ergiebt sich der 
Summenausdruck der Reihe 

wenn der erste negative Unterschied der Functionen X n+l und X {) nach 
No. 219. durch Differenziale dargestellt und nach Vorschrift der Gleichung 
eingeführt wird. Die Einführung erzeugt folgendes Resultat: 

17* 
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540. X ll +-Y 1 +X, + .... + -Y II 

/X„.\\.dx rx.vx 

--!■*„ 4--*- 
2 " ! l '2 

1 ao?.öX m ..| 1 &X.6X 

+ (>.2 '"" i.cx 2.<T" i.dx 

_ i (Aot) 3 .(5 3 X.hi , 1 (A.r) 3 ö 3 X 

30.4* 1.2:3(0.1/ " r 30.4 , 1.2.3(c^) 3 

1 (a^.o-x,, 1 (A^a ä x 



+ 42.0 T.2.3.4.5(c-/) ? 42.0 1.2.3.4.5 (du.-) J 

Die zweite Reihe erzeugt, wenn aus (219.) und (220.) die angezeigten 
Darstellungen eingeführt werden: 

541. (n+i)X ll + nX l + (n-i)X 2 +-- + 2X ll - l + X. 

~~J {xvy J "(Aj) a 

—**■ ■ - ->*+*}/ -^r- +j ---17- 

, 5X„.,.o_ (w-|-1)X __ 5X, 

+ 12 + ' "2 12. dx 

Ax.dX n .\-2 n-\-l öX . ajf.öX, 

H — iö ^r - 






12. ö* 12 l.är ' 12. dx 

(Axy.d*x, t + 2 _ _ (bry.dix^ 

+ I20~.i.2(dxy " 172 (är)" 

+ 120.1- 2.3 (äi-) v ' 30T4 , T.2.3(c^) 3 T.2.3(ö.r) 3 

Die dritte Reihe von (350.) erzeugt, wenn aus (219.), (220.) und (221.) 
die erforderlichen Werthe eingeführt werden, folgendes: 

542. C-±ö^ jrq+ ^ X| + .... + .J ; |x.. l +X. 

~J "(xcy" J "'(ä*)* 

»/ Aar 1 . 2 »/ Äx Äx J Ax 

_3X !L ,.3 _ 1 _£Hl!X ,, + 2 ) iL 5.(»+l)X, 3^ 

"8 ~ + 1.2 "" 2 12 + "8 

19flx .d£,.n (»4-i)(w4-2) Ax.d X («+l)ax.dX, 19ax.3X, 

+ 240. ox 1.2 " ' 12. dr + \1~.dx" 240 

(ax)'Ö 4 X»+j (w+lX^aO'd'X; . (Acy.d'X, 



80.1.2(ö*)' 120.1.2(dx)' T 80.1.2(öx)' 
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ii. s. w. Auf gleiche Weise kann man die spätem Gleichungen von (350.) 
behandeln. Man erkennt leicht, dafs sich die Vcrticalreihen des Summen- 
ausdruckes mi( jeder spatern Darstellung um eine vermehren. 

§. 125. 

Um Summenausdrucke für einfache Reihen, deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen verbunden sind, durch Differenziale darzustellen, ha- 
ben wir die Gleichungen (351.) und (352.) eben so zu behandeln, wie 
wir die Gleichungen (350.) behandelt haben. 

Wir werden unsern Zweck erreichen, wenn statt der negativen Auf- 
stufungen für die einlachen Functionen ihre Entwicklungen in Reihen aus 
'114/i u. ff. eingeführt werden. Auch hier haben wir zwischen Reihen 
von ungerader und gerader Gliederanzahl zu unterscheiden Der Summen- 
ausdruck für eine ungerade Gliederanzahl führt zu folgender Darstellung: 

513. Xv-Xt + X. — + a; 

A,h i X 

2 ~ 2 

1 ax.dX„\.\ 1 Ax.öX 

4 1 .üx 4 l.c/X 

1 (a.O'ö'AV,, 1 0)*<3 3 X 
+ V" t.2^j) r + "8 'i\2.3(dxy 

_ 1 (AJryö*X H +i _ 1 (&ryd*X 
4 ' 1 . 2 i . ~. . 5 (ö x'y ~ 4 * " 1.2....5 (öx)* 

17 (*xyö 7 X*+ t ,J7 _(**)' d 7 X 

+ ii> " i .2..~.j(dxy + ir> "i.2/./.7(c/^y 



Aus der zweiten Gleichung erhalten wir: 

544. (n+i)X u -nX l +(n-l)X 2 +X n 



A% +2 (n+i)X A T , 

4 -r " 2 " "*"" "4" 

^x.dXn+r} (n-\-i)±x.d X 1 &x.dX l 

4.öx 4.öx 4 dx 



1 (^) s 6 a X H , 
■^"S"" "l.2(ö'.r) f ~" 



1 (Aj^X, 

^H ' 1.2(d.r) J 

1 (a-ryö'X»^ 1 («-hl)(A.r) 3 ö , X 1 (^'d'X, 
+ 8 " f. 2'."3"(c? x) r + "8 ' "1.2 .3 (Öxy ' + ' 8 " ' 1 " . 2 . 3~(d .r) J ~ 

_ i (^»Ö'AV^ i (±x)WX t 

4 ■"i;2/3".4"(oj;) i 4 '172.3.4(0*)*" 

1 (aj-)»5 5 A',,m_J (»± 1 X A ^ ß *^ - I (^'j?**!. 
~4"i.2'..~..b(öxy 4* i.2....5(ör) 5 " V"l.£iU.5~(ö.r) 
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Aus der dritten Gleichung gewinnt man 

545. fi±g±ajii-!^HÖz i H -f£*_ + X. 

_ Xn+3_ ■ «(»+!) X («+*) X, Xj_ 

— 8 "^ 1.2 * 2 + 4 "*" 8 

3Ax.dX H+3 n(n+i) ax.öX (n+l)A*.dX, 3a*. dX, 



16. d* 1.2 4.d* 4.ö* 16. dx 

3(A*)'d ' X B +j (n+lXAx)' ö' X, 3(A*)'d'X. 

+ 16.1.2(3*)' + 8.1. 2(ö*)' ""t"! 6.1.2(ö*)' 

n^n-fi) (Aj)'a»X (n+l)(A*)'d'X, 

+ 1.2 " 8.1.2.3(0*)' + 8.1.2.3(3*)* 

_3^A J *) 4 Ö 4 X» ±? (n+l)(A*) 4 d 4 X, 3(A*) 4 d 4 X' 

8.1.2.3.4(<9*) 4 4.1. ...4(ö*) 4 8.1.2.3(0*)» 

u. s. w. 

Legt man die Gleichungen (352.) zum Grunde, so gewinnt man für 
Reihen von gerader Gliederanzahl folgende Darstellung: 

546. X —Xi-\-X t — X 3 .... — X H 



+ 



Xn+1 . X 

2 + 2 

1 Ax.dX n +i Ax.dX 

4 i.dx A.ox 

_j_ (a^'^'X-h (AaQ'd'X 

8 ' 1.2.3(0«)' + 8.1.2.3(d*)' 

. 1 (Axyd'Xn+i (a*)»ö*X 

-r-T' 



4 1.2.. ..5(5*)» 4.1.2. ...5(ö*)> 



547. (»+l)Jf -»A' 1 + (»-l)A 2 X n 



Xn+2 (" + 1)X . + X, 



+ 



4 '2 '4 

Aa;.c)X»- t i _(n+l)A*.c?X A*.dX, 

A.dx 4.dx 4.dx 

(Axyd'Xn+2 (Axyd*x t 

8.1.2(5*)' + 8.1.2(<9*)'~ 

(Axyd>x m+L (n+ix&xyd>x (a*)»ö* x, 

[7" I Q 4 O QAb_\» I 



+ 



+ 



8.1.2.3(ö*) $ ' 8.1.2.3(0*)' ^8. 1.2.3(5*)' 

(A*)*d 4 X»-H (A*) 4 d 4 X, 

4.1. 2.3.4(0 *) 4 4.1.2.3.4(A*) 4 

(A*)»d»X„ + 2 (n+l)(A*)»3 s X (a*) s Ö»X, 



4.1.2....5(ö*)* 4.1.2....5(ö*)' 4.1....5(d*)' 



D. S. W. 
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Die Vergleichung der in (543.-545.) gewonnenen Resultate mit 
denen von (546.) und (547.) zeigt, dass sich die Summenausdrücke für 
Reihen von einer geraden Gliederanzahl nur dadurch von denen von un- 
gerader Gliederanzahl unterscheiden, dafs die Glieder der ersten Scheitel- 
reihe mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind. . 

§. 126. 

In den beiden vorhergehenden §§. haben wir solche Reihen be- 
trachtet , deren Glieder mit den figurirten Zahlen verbunden sind, die in der 
Weise abnehmen, als der veränderliche Theil der Glieder , mit denen sie 
verbunden sind, zunehmen. 

Wir suchen nun auf Summenausdrücke mittelst der Differenziale 
und Integrale darzustellen für solche Reihen, worin die Vorzahlen, die mit 
ihren Gliedern verbunden sind, eben so zunehmen, wie der veränderliche 
Tbeil der Glieder, mit denen sie verbunden sind. Wir erreichen unsern 
Zweck, wenn wir die in §. 90. — 92. gefundenen Gleichungen zum Grunde 
legen, und die negativen Unterschiede und Aufslufungen nach Angabe der 
Gleichungen (449. —451.), durch Differenziale und Integrale dargestellt, 
einführen. 

Betrachten wir nun zuerst solche Reihen, deren Glieder sämmtlich 
mit positiven Zeichen versehen sind, und gehen von den Gleichungen (449.) 
aus, so ist zu berücksichtigen, dafs die erste schon (540.) §. 124. dargestellt 
ist. Die Darstellung der zweiten Gleichung führt mit Berücksichtigung der 
Gleichungen (219.) und (220.) zu folgendem Resultate: 

548. X> + 2X l + 9X 1 +4X z + »» + (n+l)X n 






+/^~ -f 



Q i + l)X. +1 5.£ +1 bX 

2 12 "*" 12 

(n + l)Ax.öX»fi Aa-.dXn+i Ax.dX 

2T67ö* + ~r2~7dx" läTöäT 



120.1.2(dx)* ' 120.1.2(0*)' 
(n + IXtoyd'Xn+i _ (ax) J ö»X B+ ,_ _(a*)'9 s X 

i» T"in 



30.4.1.2.3(0*)' 120.1.2.3(9*)' r 120.1. 2.3.(9x)' 
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Die dritte Gleichung fuhrt, mit Berücksichtigung 1 von No. 219. und 220., zu 
folgender Darstellung: 

549. Ä+ .J : |jr l+ ^* + ....+ OLH)fj±^* 

J "(±xy " ./ (Äx) 1 

_« + l f ■ X„. (1 (d x)* _ 3 /* a X.,.,(3a-/ . 3 r'X(dxy_ 
"i J {\£f~ 2./ ' (A.r) J " + 2./ (ax) j 

(»+!)(« + 2) /'X.+i .dx n + 1 rx.jt.dx , rX lH ,.dx _ f'X.dx_ 

"*" 1.2 ./ Äje "*" 1 J &x ' .' &x "' J &x 

_(n + i)(n±2) X n+ , _(^ + i).ö.X IL1 . L _3.X.+,.ö* 3X 

1.2 "' 2 ""12" H + " 8" 

(» + 1)0 + 2) (i£)öJC t i , (»|1)(^^y,|i 19 J _A.r.c?AV,_i _19.aj-.oX; 

+ 1.2 ' ii'.d'x ~ r tt'.dx + 24Ü.CJJ-" "~24Ö'.dx 

u. s. w. Die weitere Darstellung der angeführten Reihen mit ihren Summen- 
ausdrücken läfst sich leicht verfolgen. 

So wie wir Summenausdrucke für Reihen, deren Glieder mit lau- 
ter positiven Zeichen verbunden sind, gefunden haben: so können wir auch 
Summenausdrucke für Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen 
verbunden sind, aufsuchen. Die Gleichungen (114. —116.) werden die 
entwickelten Darstellungen, die wir in (450.) und (451.) anzuführen ha- 
ben, angeben. Wir unterscheiden zwischen Reihen von ungerader und 
gerader Gliederanzahl. Für Reihen von einer ungeraden Gliederanzahl er- 
halten wir aus der zweiten und dritten Gleichung von (450.) folgende 
Darstellungen : 

550. X (i ^2X l + SX 2 + (n + l)X u 

_ (_+1)_Cm-_ , A' MM X 

~~ 2" "*" 4" + 4" 

(tt + l)Aj'.3A r „ l i AX.dXmi &d\ÖX 

4.dx i.ox 4.öx 

(ajO'ü'x,,.,.! (Lxys'x 

"*" 8 .1 . 2(öxy" + "8A.2(d'xy 

(« + 1)(A___X_, (SX? d ' JT.+ , (A */ fl* X 

+ "87l.2.3(ö*) T " t "8.1.2."3'(d*) i + 8.i.2."3(i9*) i 

_ (**)*& X n .j i _ _ (Ao-) 4 a 4 X _ 
4.1.2.3.4(0«)* "4 .'1 .2.3.4(5*/ 

_ (»+i)(Aa?/.a»x, +l _ (Axyd^Xn+x (Aq?/ a*jr 

4.1.2.3.4.5(5*/ 4.1'... .5(d«/ 4.1.2"..5(dx) i 
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551. X () -f^ I+ |£x,-.... + J^^ B 

_ (n+l)( w+ 2) X H+1 n+1 X„ +1 X 

- ja ' 4 +-j-Jk n+l + — - +-g- 

(n+l)(n+2) a*.3X,, +1 n+1 aj^X^ 3^.^+, 3 a* .5X 
1.2 ' 4.5* 4 ' 5* 16.5* 16.5* 

■ n+1 (Ax)'o % + i 3(a*)'5'X,, + , 3.(a*)'5'X 
"*" 8 " 1.2(5*)' + 16.1.2(5*)' + 16.1.2(8*)* 

4. (»+<)(»+2) (&* )'8'X,, +1 n+1 (Aj;)'a»a. +1 

+ 1.2 '8.1.2.3(5*)' " i ~ 8 ' 1.2.3(5*)' 

n+1 (a*) 4 5 4 X,, +1 . 3(a*) 4 ö 4 X, +1 3(a*) 4 5 4 X 

;r + 



4 i.2.3(5*) 4 ^8.1.2.3.4(5*)* 8.1.2.3.4(5*) 4 



Für Reihen derselben Art von einer geraden Gliederanzahl gewinnt man 
aber nach (451.): 

552. X ( ,-2X l -\-3X i (»+1)-X» 

(n+l)X» + i X n+ i X 

~ 2 4 + 4 



(n+l)A*.5X,, + i a*.5X»+i A*.5X 

H r~ä~ + 



4.dx 4.5* 4.5* 

(a*)'Ö'X. +1 . (A*')Ö'X 

+ 



8.1.2(5*)' ' 8.1.2(5»)' 

(n+l)(^) 3 5'X. +1 (Ax)'5'X,, +t (a*)'5'X. +1 

8.1.2.3(5*)' 8.1.2.3(5*)' "*" 8.1.2.3(5*)' 

+ (ax) 4 5 4 X» + , — (a*) 4 5 4 X 

(n+l)(A*)»5 s X» +1 (A*)\d'X»+i (a*)»5'X 



4. 1.2. ...5(5*)' 4.1. 2. ...5(5*)' 4. 1.2. ...5(5*)' 

*V* Y 2 ' 3 r J_ 34 Y (n+l)( »+2) y 

__ (n+l)(n+2) X. +l _«+i Y _*!±L xÄ 

1.2 ' 2 4 a+l 8 + 8 

(n+l)(n+2) (A*)5X n+1 n+1 (a^öX^ 3a*.5X, + i ■ 3a*.5X 
~ t ~ 1.2 ' 4.5* + 4 5* " + 16.5* + 16.5* 

«+1 (ax)'5'X. + , 3(a*)*5'X„ +1 , 3(a*)'5'X 

— — 53TT 



8 1.2(5*)' lt>.1.2(5*)' ' 16.1.2(5*)' 

_ (n+l)(n+2) (a*)'5'X. + , n+1 (a*)' 5'X, +1 

1.2 '8.1.2.3(5*)' 8 ' 1.2T3(5*)' 

n+1 (&xyd , X m+l 3(a*) 4 5 4 X,+i ■ 3(a*) 4 5 4 X 

+ A ' 4 O Q A fä~\* "T"lS< •> -J 



4 1.2.3.4(5*) 4 ' 81234(5*) 4 812-34(5*) 4 



Grelle's Journal d. M. Bd. XVI. Ha 2. 18 
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Man erkennt leicht, dafs sich die Gleichungen (550.) und (551.)? die für 
Reihen von ungerader Gliederanzahl gelten, von denen, die für Reihen von 
gerader Gliederanzahl gelten, nur durch entgegengesetzte Zeichen der drei 
ersten Scheitelreihen im Summenausdrucke unterscheiden. 

Anwendungen. 
§. 127. 

Nachdem wir nun die Reihen, nebst ihren Summenausdrücken, für 
einfache Functionen, ihrer allgemeinen Form nach, in den §§. 124 — 126. 
gegeben haben, so wenden wir uns nun zu Anwendungen dieser Gleichungen. 

Man bemerkt, dafs alle Gleichungen in den genannten §§. auf un- 
endliche Reihen führen. Deswegen möchte es dem ersten Blicke nach 
scheinen, dafs sie für Summirung der Reihen unbrauchbar sind. Sie sind 
aber dennoch sehr brauchbar, und besonders in dem Falle, wenn die fort- 
gesetzte Differenziation einer erzeugenden Function auf 0, oder auf solche 
Ausdrücke führt, deren spätere DiiTerenziale sehr convergiren, wie dies bei 
Bruchfunctionen und Functionen der Logarithmen der Fall ist. 

Berücksichtigen wir endlich, dafs es uns nicht gelang den Summen- 
ausdruck für Reihen der Logarithmen, harmonische Reihen u. s. w. in 
der fünlten Abhandlung finden zu können, weil wir die negativen Un- 
terschiede und Aufstufungen dieser Functionen direct nicht darzustellen 
vermochten; so müssen uns die hier gewonnenen Summenausdrücke um so 
willkommener sein, weil sie uns in Stand setzen, das Vermifste nachholen 
und unsere Aufgabe ihrer Auflösung naher zu bringen. 

Wir wenden uns daher nach diesen Bemerkungen zu der Summi- 
rung der sogenannten harmonischen Reihe, deren Glieder mit positiven 
Zeichen versehen sind. Wir finden ihre Summe, wenn wir in der Glei- 

chung (540.) X = — setzen. Dann entsteht 



x x-\-&x x-{-2Ax x-\-n&x 



y* dx P ox 

&x(x4-(n+l)&x) J &x.i 



+■* 



2(x+(n+i)&x) ' 2x 

, AX rs 1 AX ^ 1 



12 (z+(n+i)&x)dx 12 x.dx 

(**)' Q3 1 + W 33 



120 v i.2.3(x+(n+i)Ax)(dx)* ' 120 v 1.2.3.a?.da? 
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Berücksichtigen wir, dafs auch hier das letzte Glied mit den Gliedern 
der ersten Scheitelreihe im Summenausdrucke nicht übereinstimmt, so Iäfst 

sich diese Übereinstimmung dadurch herbeiführen, dafs — — — — ,<- — auf bei- 

e « + (« + 1)aj? 

den Seiten zugezahlt, und dann allenthalben n — \ statt n gesetzt wird. Ge- 
schieht dies, so gewinnen wir folgende Darstellung: 

111 l 



x a?-J-Aa? a? + 2Aa? x-\-n&x 

dx 



l r dx _J_ rda. 

bxJ (d?-|-flAa?) bxJ x 

+ i +JL 

~2(x + n&x) ~ 2x 

, &X * 1 1 AX « 1 1 



12 (a? + fiAa?) dx 12 x dx 



120 " (aj + nAx) 1.2.3(är)' ' 120 " x ^.2.3(^a;) , 

, (**)' fl . * i . fr«)» & 1 L_ 

"*" 252 u (x+n*x) i.2....b(ßxy 252 u x ' i.2....b(dx) % 

Um diese Reihe summiren zu können, sind uns die Integrale und Differenziale 
der angezeigten Functionen nöthig. Nun ist bekanntlich 

/ cr+nA*) "'og(g+»*aO und /^ = logx; 
ferner 



und 

fy J 1_ = , y ?(? + l)(? + 2)....(g + r-l) 



a* (öa?) r v ' x*+ r 

Werden diese angezeigten Werthe eingeführt, so entsteht folgende Reihe mit 
ihrem Summenausdrucke: 

555. ±+ « + «+....+ ' 



x x-\-&x x-\-2&x a? + nAa? 

_ logOHr^) , 1 Aa? (Aa?) 1 (Aa?) 5 . 

~" Aa? + 2(a?+nAa?) 6.2(a?+fiAa?)* "*" 30.4(a?-f-fiAa?) 4 42.6(a•+nAaO , "* 

_!?*?£ i * x (Aa?) 3 (Aa?)» (Aa?) T 

Aa? + 2a? + 6.2a- 9 30.4a; 4 + 42.6a? 11 30.8 a?* 1 " 1 

Die beiden Reihen im Summenausdrucke sind der Form nach unendlich. Sie 
werden dann sehr brauchbar sein, wenn sie selbst sehr stark convergiren. 
Ihre Convergenz hängt davon ab, dafs ax im Verhältnisse zu x eine kleine 
Zahl sei. 

18* 
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Sind x und n sehr grofse Zahlen, und ist ao?=1, so erkennt man 
leicht, dafs einige der ersten Glieder der beiden Reihen im Summenaus- 
drucke hinreichen, um den Werth mit grofser Genauigkeit darzustellen. 
Soll aber die Reihe für den Fall summirt werden, wenn x=l ist: dann 
mufs der Werth der zweiten Reihe von vorn bestimmt werden. Dieser 
findet sich dadurch, dafs man für n und ax einen bestimmten Werth an- 
nimmt, und dann nach dieser Annahme den Werth der Reihe selbst und 
den der ersten Reihe im Summenausdrucke berechnet, und hieraus den 
der zweiten bestimmt. Hat man den Werth dieser Reihe für einen spe- 
ciellen Fall berechnet, so gilt er auch für jeden andern, unter denselben 
Bedingungen für n und ax. Setzen wir daher a?=l, w = 9 und ax = 1, 
so erhalten wir aus (555.), da logl =0 ist, 

_1 . J L.J !_ + 

2 ^ 12 4.30 T 6.42 8.30 ~ r " " 

1 , 

— — +— • • • . 



30.4.10 4 
= 0,5772156.... 

Den so eben gefundenen Werth begreift man gewöhnlich unter dem Na- 
men der Constante; aber mit Unrecht; denn man sieht, dafs der Werth 
dieser Reihe, womit man gewöhnlich die Constante bezeichnet, eben so 
willkürlich und veränderlich ist, als die übrigen Theile des Summenaus- 
druckes selbst. Der gefundene Werth gilt immer nur für den Fall, wenn 
die harmonische Reihe von 1 an beginnt und a x = 1 ist. Daher erhalten 
wir folgende Gleichung: 

556. l+£ + £+.|-f....+± 

= l0 ^ + ^-^+M3^^l2^ + -- . + 0,5572156.... 
Bei anderen Werthen für die oben genannten Gröfsen mufs der Werth 
der zweiten Reihe wieder anders bestimmt werden. Ist die Reihe selbst 
unendlich, so gewinnen wir folgendes. Resultat: 

557. l + i+£+± + — = logoo+0,5772156.... 
Den Summenausdruck für diese Reihe hat Eu ler in seiner Differenzial- 
Rechnung Tbl. IL Cap. 6. §.142. u. s. f. (Übersetzung von Michelsen) 
mit weitern Anwendungen gegeben. Wir verweisen den Leser hierauf, 
und glauben unserem Plane zu genügen, wenn wir die aus unserer Me- 
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thode entnommene Entwicklung einer allgemeineren Gleichung vorgelegt 
haben. Wir wenden uns nun zur Aufsuchung eines Summenausdruckes für 
Logarithmenreihen; denn die Summenausdrücke für die reeiproke Potenzen- 
reihen haben wir schon §. 78 gegeben. 



■ 



§. 128. 

SummiriiDg der Logarithmenreihen, deren Glieder mit positiven Zeichen verbunden sind. 

Wir finden den Summenausdruck für Logarithmenreihen, wenn wir in 
der Gleichung (540.) Ä~ = loga; setzen. Dann erhalten wir: 

logo: + log (x+ a x) + log (x + 2 a x) + ■••• + log(#-f n a x) 

y'\og(x-\-(ji-\-i)xz)dx /'logx.dx 

&x J &x ■ 

_jogCr+Cw+l)^) »!?5f 

.. .. .... T 2 " 

xr c J log(x+(ii4- l)Aj-) xr_ ö]?gf_ 

+ ~6£ ö'x 2.6 ' öx 

^ xp y ^ 3 1og(x+(n +l)Aj;) (xr)* a 3 logj 

4730 " i.2.3(öxy + 4.30 ' 1.2.3(är) 3 

(A.r) 3 ö 5 log(>+(/*+l^)_ _(^0 5 _ db] °8 x ___ 
+ 6.42 ~f.2....5(ox) 4 " 6A2''i'.2.'.~.~b(dxy 

Berücksichtigen wir, dafs das letzte Glied in der Summenreihe mit den Gliedern 
der ersten Scheitelreihe des Summenausdruckes nicht übereinstimmt, so wird 
sich diese Übereinstimmung leicht ergeben, wenn man auf beiden Seiten des 
Gleichheitszeichens log(x+(n+l)*x) zuzahlt und dann w— 1 statt n setzt. 
Hiernach erhalten wir 

55. loga:+log(a;+A.E / 1 + log(;E + 2Aa , } _[-.... + logfx + nxx) 

= / \og(x-\-n<\x)dx / logar.öj 

log(x-\-n±x) ■ logx 

t- . "2" »- ~2~ 

, AX 6\og(x-\-nXF) ax d\ogx 

~ r "2.6 ox 2.6 ~öx~ 

__(aj-) 3 d*log(x + n±x) (zx) 3 d 3 \ogx 

4:50 172 .3 (öxy •" 4730 ' _ 1~ 2~. 3 (cSJ 5- 

Die Darstellung des vorliegenden Summenausdrucks beruht auf der Dar- 
stellung der angezeigten Integrale und Differenziale. Nun ist bekanntlich 
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/log(x + nAx)dx = (x+n*x)log(x+n&x) — (a?+»Aa?), 

flogxdx = xlogx—x, 
und ferner 

d r \og(x + n*x) _ . x 1.2.3....(r— 1) 
(dxY "~ ^ ' fa + n&r/ ' 

d r logg _ ^_y-i 1.2.3. ...(r— 1) 
(dxY "" l J ^ 

Werden nun die erforderlichen Werthe eingeführt, so erhält man folgende 
Reihe für Logarithmen, nebst ihrem Summenausdrucke: 

559. loga?+log(o? + Ao;) + log(a: + 2Aa:) \-log(x+n&x) 

(x-fnAo?) x+rtAa? a;loga; , a; 
= - — ! -YQg(x-\-nbx) - 2 

*X OV T ' ÜX dX ^ AX 

, iQgfo + WAjQ lOgJ? 

"T o i 



+ 



2 ^2 

AJ? 1 AX 



2 6 (a?+n*r) 2.6a? 



+ 



4.30.3(a?+fiAa?)» ^ 4.30.3a?' 

(Aa?) 6 (Aa?V 



6A2.b(x + n*xy 6.42.5a?» 



Bedeuten x und n sehr grofse Zählen, und ist &x im Verhältnisse zu 
ihnen klein: so convergiren die beiden Reihen im Summenausdrucke sehr 
schnell; und dann reichen einige der ersten Glieder schon hin, um den 
gesuchten Summenausdruck sehr genau darzustellen. 

Will man aber die Reihe der Logarithmen von der Einheit an ge- 
rechnet summiren, so wird x=i und ax = 1 zu setzen sein. Setzt man 
dann ferner n — 1 statt n, so geht die vorstehende Reihe in folgende über: 

log 1+ log 2 + log 3 H — «+logw 

= n.log»-»4-ilog»+ 1 ^ r - ^3^, +..» 

-logl + l-fÄ-^+^-g 

Man erkennt leicht, dafs die Möglichkeit, den gesuchten Summenausdruck 
darzustellen, auf der Möglichkeit, den Werth der zweiten begleitenden Reihe 
darzustellen, beruht. Auch hier wird das im vorigen §. gewählte Verfah- 
ren, für irgend einen Werth von n die Summe zu berechnen und daraus 
den Werth für die fragliche Reihe abzuleiten, zum Ziele führen. Setzen 
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wir n = 10, so wird 

log1+log2+log3H hlogB-10.1ogl0+10-£logl0 

I 1 



— i«-rn + 



12.10 ' 4.30.310' 

und dieser Werth ist gleich dem halben Logarithmus von 2n, wenn n das 
bekannte Verhältnifs des Durchmessers zur Kreislinie bezeichnet. Dieser 
Werth bleibt für alle Fälle, die den so eben angegebenen Bedingungen ent- 
sprechen, unverändert, und es ist daher 

560. logl +log2 + log3 hlogw 

1 1 1 

= (» + ±)log» + log27r-w + - Ty — — Q + 



■ • • • 



12. n 4.30. 3n' * 6.42.5n 5 

Da bekanntlich 

logl+logS + log3 + log4H Hogfc = 1.2.3.4 », 

so dient die vorliegende Gleichung (560.) dazu, die Factorenfolgen in kurzen 
Ausdrücken darzustellen, wenn nur n eine hinlängliche grofse Zahl be- 
deutet. Über die weitere Anwendung der Gleichung (560.) auf Darstellung 
der Facultätenproducte vergleiche man §. 199. meines Differenzialcalculs ; 
ferner Eulers Differenzialrechnung §. 157. u. ff. Auch verweisen wir 
hierüber auf §.46., wo noch andere Methoden für die Darstellung der 
Factorenproducte gegeben sind. 

Auch diesen Darstellungen liegen hyperbolische Logarithmen zum 

Grunde. 

§25. 

Wir wenden uns jetzt zu der Darstellung der Summenausdrücke für 
Logarithmen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind. Um 
sie zu gewinnen, setzen wir in der Gleichung (543.) X = \ogx, und erhalten 
für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 

logar-log(# + Aa;) + log(a;+2Aa;)- + \og(x+n*x) 

_ log(j? + (ii + i)Ajr) _ log * 

2 " "2 

&x .Glog(x + (n + i)±x) Ax.dlogj; 

4.AJ? 4.cta- 

(Axyd i lo g(x + (n+ i)&x) (Aj) 3 a 8 log x 

+ 8.i".2.3(öx) J + 8.1.2.3(d*)' 

_ (±*yö nog(x+(n+ i)*x) _ (Axyd b iogx 

4.i.2....5(df) ft 4.1.2....5(ds)* 
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Für eine Reihe von gerader Gliederanzahl erhalten wir aus (546.) folgende 
Gleichung : 

log x — log (n+ ax)+ log {x -f 2 a x) — • • • • — log {x + n a a?) 

_ logQp + (* + !) **•*•) . log* 

~~ 2 "^2 

Aj?.31og(a?-j-(M + i)^^) Ax.ölog* 

H 



+ 



4ö«r 4är 

(A3?) 3 d s log(a?-Kn + 1)as) (Ag/dMog a? 
8,1.2.3(d*) s + 8.1.2.3(0^" 

(Ag) 5 a 5 iog(j+( ii +i)Aa?) __ (A^y.aMogj? 

4.i.2....5(är) 5 4.1.2.3.4.5(&r) 6 



In beiden vorliegenden Gleichungen stimmt das letzte Glied der Reihe nicht 
mit den Ausdrücken in der ersten Scheitelreihe des Summenausdruckes 
überein. Um eine Übereinstimmung herbeizuführen, haben wir in der er- 
sten Gleichung log(x + (n+l)*x) ab-, in der zweiten zuzuzählen. Geschieht 
dies, und wird dann, der kürzeren Darstellung wegen, n — 1 statt n gesetzt, 
so entsteht für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl nach der zweiten 
Darstellung : 

561. logcr — log(:r+A<r) + log(a: + 2 asd) «+log(a: + itAa:) 

__ Iog(*-f nAx) log* 

- 2 + ~2~ 

A*.cUog(* + nA*) A*.dlog* 

4.3* 4.3* 

(±xyd*log(x + n&x) (A*) a 3 8 log* 

+ 



+ 



8.1. 2.3(0«)* ' 8.1.2.3(3*)* 

(A*)*3 5 log(*4-*A*) (A*) 4 3*log* 



4. i. 2... .5(3*)* 4. 1.2... .5(0*)* 



für eine Reihe von gerader Gliederanzahl aber 

562. logx — log(a;+ a x) + log (x+ 2 a x)' •• • — log (x + n a x) 

log(* + wA*) . log* 

+ 



+ 



2 ' 2 

A*.31og(* -\-n&x) (A*)31og* 

4.3* 4.3* 

(A*) 3 3 s log(* + wA*) (A*) 5 3Mog* 



8. i. 2.3(3*)' 8.1.2.3(3*)' 

(A*)*3*log(* + wA*) (A*) 6 3*log* 



4.1.2.3.4.5(3*)* 4.1 .2.... 5(3*)* 
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Die Differenziale der Logarithmen, die in den hier angegebenen Summenaus- 
drucken angezeigt werden, bestimmen sich nach den Formeln, welche im 
§. 128. angegeben wurden. Ihre Einführung giebt folgende Darstellung 
aus (561.): 

563. log x — log (x + a x) -f log (x -f 2 a x) — • • • • + log(sc + n a x) 

__ log(x-{-n&x) logjr 

AX &x 

4(.r + »Ajj ~~ ~4x 
(Axy _(A.r)<_ 



8.3(* + fiA.B)" ' 8.3x 

. _ _CM1_ _ _ J>£)1 

"*" 4.5(j?+wA.r) 5 4.5r> 

17(ax) 7 JK^ 7 

16.7(jr-|-*iA.rj' + 16.7.* 7 " 

Aus (562.) erhalten wir aber 

564. log x— log (x + a rr) -f- log (x + 2 a <r) log (a; + w a oj) 

_ l0g(-C + flAx) AX (Ad?) 3 (Air) 5 



• » » . 



~~ 2 4(x+n±x) l 8.3(x + n&xy 4.5(j? + «aj-) ! 

logx • _.Ax (aj) 3 (Aa:) s 

+ ~2~ ""TT + b73V» i.öi" 5 " 1 

Man erkennt, dafs die Brauchbarkeit der gefundenen Summenausdrücke für 
Logarithmenreihen auf der schnellen Convergenz der Reihen des Summen- 
ausdruckes beruht. Sind n und x grofse Zahlen, so convergiren diese Reihen 
schnell, und dann sind oft nur wenige Anfangsglieder nöthig, um den Summen- 
ausdruck erschöpfend genau darzustellen. Nehmen wir z. ß. x = 100, asd = 1, 
n = 900 an, so erhalten wir aus (563.) 

Iogl00-logl01+logl02 + log1000 

_ log 1000 1 1 1_ _ 

"" 2 + 4. 1ÖÖÖ 24. 1000 J + 2ü7~10ÜÖ • 

log 100 _\ 1 i_ 

+ 2 4. lÖÖ + 24.1ÖÖ' 20.100 



• ■ # ■ 



— t • • • • 



Berücksichtigen wir, dafs diese Zahlen hyperbolische Logarithmen andeuten, 
so erhalten wir für den Summenausdruck, wenn wir stntt der Logarithmen 
die Zahlen schreiben: 

100.102.104... 1000 .„ t ---,.«, --m 

Töi;ro3Tlö^.--«99- = Mog.nat.0,7542127.11.... 

Crelle's Journal d. M. IM. XVI. Uli. 2. 19 
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Betrachtet man die Geschäfte und den Zeitaufwand, welche die entwickelte 
Darstellung des Werthes von 

100. 102. 104. ...1000 
101.103.105.... 999 

erfordert, mit der, welche die Berechnung von 4 bis 5 Gliedern im Summen- 
ausdrucke nöthig macht, so ist leicht der grofse Vortheil einzusehen, welchen 
die eben aufgefundenen Summenausdrücke gewähren. 

Soll aber die Summe für Logarithmen, von der Einheit an gerechnet, 
gefunden werden, so ist x=i und a^^I, und ferner n — 1 statt n 
zu setzen. Hiernach finden wir aus (563.) für eine Reihe von ungerader 
Gliederanzahl: 

565. logl— log2 + log3— • — Hogfc 
_ log* ± 11 17 

~~ 2 + 4ii 24n s " t "20n 6 16.7h 7 " 1 

+ !££!_! + J_ _ JL + " 

i o a \ e%A on i 



4 ' 24 20 ' 16.7 
and für eine Reibe von gerader Gliederanzahl: 

556. logl — log2 + log3— •••• — log« 

logn 1_ 1 1 17 

~~ 2 4» + 24«' 20n' + 16.7» T 

logj_ ^ i 1_ 17 

• O A I O/l OA I 



2 4 ' 24 20 ' 16.7 



• . • . 



Die Darstellung des Summenausdruckes der vorliegenden Reihe beruht auf 
der Darstellung des Werthes der zweiten Horizontalreihe. Er wird da- 
durch gefunden, dafs man irgend einen bestimmten Werth für n annimmt 
und daraus den fraglichen Werth wie in den beiden früheren Fällen 
berechnet. 

Andere merkwürdige Reihen mit ihren Summenausdrücken bekommt 
man, wenn man die Gleichungen (550.) und (552.) zum Grunde legt, darin 
x = \ogx setzt, und dann die angezeigten Geschäfte ausführt. Geschieht dies, 
so gewinnt man folgende Darstellung: 
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567. loga: — 2log(x + Ax) + 3log(x+2*x) — • — \-(n + l)log(x+n*x) 

_ (n+i)\og (x + ( n + i)*x) log(x + (n+i)Ax) logg 

- "2 " "*" 4 + 4 

(w-|-i) Aa? Aa? A;F 



4(* + (n + i)A*) 4(.r + (/* + !) a*) 4j 

(aj) 1 (a*)* 



8.2(x + (« + 1)ax)* 8.2x* 



8.3{x+(n-\-l)*xy ' S^C^ + Cn + ^Ax)' ' 8.3*' 

. (±*y , (**)' 

^ 4.4(a?+(» + 1)A*) 4 "*" 4.4.F 4 



4.5(a; + (n + l)Ax) i 4.5(j: + (n+l)Aa:) J 4.5x' 

568. logrr— 21og(x + Aa?)4-31og(a? + 2Aa;) — •• (n+ l)\og(x+n*x) 

__ __ (n + 1) log (x+(n + l)*x)_ __ log(a? + ( M - H)**) , log-r 

~ " 2 4 ' + 4 

(w + 1)ajj , Ax __ Ax 

+ l^+XM-*)**) 4(i + («. + l)^) ~~ 4~r 

"*" 8.2(ai + (»+l)Aa;) 8.2a?* 

(* + *XA£)1_ (**)' , _(**)» 

8. 3(* + (ii + !)**)• 8.3(aj-f-(w + l)aa?) 3 i 8.3x a 

Auch die hier gefundenen Summenausdrücke convergiren sehr stark, wenn 
x 9 n sehr grofse Zahlen bedeuten. Setzen wir z.B. #=10, w = 900 und 
aj;=1, so erhalten wir aus (567.): 

log 100 -2 log 101 + 31og 102--. : - + 901 log 1000 

_ 9011o gl0t)0 loglQO log 100 

- 2 + 4 +" "4 ■ 

901 1 i 



4.1000 4.1000 4.100 
1 _ 1 

i6.iooo T le.ioo* 
_90i_ 1 1 

+ 24.1000* + 24.1000" + 21.10Ö J 

Werden die angezeigten Werthe berechnet, und wird berücksichtigt, 

dafs a \ogp=p a ist, so gewinnen wir folgendes merkwürdige Resultat: 

_ fi0 100 .102M04\106 7 ....1000 a01 . t OHO(w , M « AIA 

569 ' 'lSirm*Am\im^-'m^ = l0 ^ nat 3112,97327.040.... 

19* 
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Man erkennt hieraus den Vortheil, welchen der Calcul gewährt, um so 
mehr, da die Arbeit, welche die Werthbestimmung des vorstehenden Quo- 
tienten bei Ausführung der wirklichen Multiplication und Division erfor- 
derte, sich auf Monate und vielleicht Jahre belaufen dürfte. Diese Be- 
hauptung wird um so weniger übertrieben erscheinen, wenn man berück- 
sichtigt, dafs die wirkliche Potenzirung der Zahl 999 0,,n eine Zahl von 
2700 Stellen erzeugen würde. 

Die Auflösung der vorgelegten Aufgabe wäre schon darum interessant 
genug, wenn sie auch nichts anderes als die Überzeugung, wie schnell man 
durch Hülfe der Analysis scheinbar ungeheure Arbeiten auszuführen im Stande 
ist, klar vor Augen stellte. 

Wir glauben die Methode, wie durch Differenziale und Integrale die 
Summe der durch einfache Functionen erzeugten Reihen gefunden werden 
können, hinlänglich gezeigt zu haben. Daher überlassen wir die weitere An- 
wendung dieser Methode den Zwecken des Lesers und wenden uns zu der 
Summirung solcher Reihen, die durch zusammengesetzte Functionen erzeugt 
werden, und verweisen über manches hieher gehörige auf die 7te Abhandlung 
in unserem Differenzial-Calcul. 



B. Summenrechnung für zusammengesetzte Keihen mittelst der 
Differenziale und Integrale ihrer einfachen Functionen. 

§. 130. 

Um Summenausdrücke für Reihen, die durch zusammengesetzte Func- 
tionen erzeugt werden, aufzufinden, legen wir die in §. 104. u. ff. darge- 
stellten Gleichungen zum Grunde, und führen statt der Unterschiede und Auf- 
stufungen ihre Darstellung durch Differenziale und Integrale ein. Die Aus- 
drücke, die wir hierdurch gewinnen, werden in den meisten Fällen sehr weit- 
läufig erscheinen: doch darf dies nicht abschrecken, weil die hieraus sich 
ergebenden Resultate demungeachtet in der Anwendung häufig bedeutende 
Abkürzungen zulassen. 
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Legen wir nun die Gleichung (273.) zum Grunde: 

X l} y o + X x Y x + X 2 Y? 4- .... -f X H Y n 

-x*- l Y +*x *- ? y, +a 2 x A- 3 y 2 +...., 

so ist es unserer Willkühr überlassen, ob wir die positiven oder negativen 
Unterschiede, oder beide zugleich, durch DiiTerenziale dargestellt, in den 
Summenausdruck einführen. Beide zugleich einzufuhren würde zu weit- 
läufige Darstellungen erzeugen; die Einführung der negativen Unterschiede 
würde zudem bei der Anwendung manche Schwierigkeit mit sich bringen. 
Daher möchte es am zweckmäfsigsten sein, die positiven Unterschiede allein 
durch Differenziale darzustellen. Wir benutzen zu dem Ende die Gleichungen 
(,214.) und behalten die negativen Unterschiede in der vorliegenden Darstel- 
lung bei. Hiernach erhalten wir 

570. Ai l y ll +JT 1 y l +A a y a +..-.+jr ll y. 

'-+ 2 V dx "*" i.2(dx)' + 1.2.3(0*)' "* / 

, A _ 3 y ( 1. 2(A* )'d'X« +1 6(A*)'d'X,, +1 U(*xyd l X n+ i \ 

i"* '*+3^ 1.2(0*)" + " 1.2.3(ö*) r + ~l~2.~3.4(&r)' "•" '" / 

" +4 V 1.2.3(5*)' + 1.2.3.4(öx) ,+ 1.2....5(^) ä ' 

X.ä~ x Y 

+ 'V 1.3* ^ 1.2(0*)' + 1.2.3(a*) $ ^ / 

_ -3y ( l-H**y d'X , 6(d*) 3 d'X 14(a*) 'd 4 X \ 

A *V 1.2(ö*)' " + 1.2.3(är) 4 + 1.2.3. 4(ö*) 4 4 / 

_, Y ( 1.2.3(a*) *d>X 36 i(A *)* ö 4 X 150(Aa)'a »X , \ 
+ * r, V 1.2.3(A*) J + 1.2.3.4(e»jr)*' + "l.a....5(e»jr)» "^ / 

Die so eben gefundene Gleichung ist nach den negativen Unterschie- 
den der Function Y geordnet. Man kann sie jedoch auch nach den stei- 
genden Potenzen der DiiTerenziale ordnen. Diese Anordnung führt zu fol- 
gender Darstellung: 
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571. X„ y„+ X, Y t + X. Y t + ....+ X m Y u 

üdx~ A r "+ 2 

+ ( rS) "^- A " ?y ^+ 6A_3y » + >- 6 A -*y B+4 ) 

+ ^*S^ (_ *"' y "+ 1+ 14 A " 3 y -+ 3 ~ 36 A " 4 y »+*+ 24 A_S *-») 

-x a- 1 r 

+-W- ly . 

+ OW (A " 2yi " 6A "' r2+ 6&_4Kj) 

+ ÄSH^ 2y - 14A - 3y ^ 36 ^ y 3+ & - 6y *) 



§■ 131. 

Um Summenausdrücke für zusammengesetzte Reihen, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit Hülfe der Differenziale zu 
gewinnen, legen wir die Gleichung (476.) oder (477.) zum Grunde, und 
unterscheiden unter einer Reihe von ungerader und gerader Gliederanzahl. 
Wir können dann die Gleichungen (298.) und (299.) benutzen, oder auch die 
positiven Unterschiede nach (214.) einführen. Hiernach erhalten wir für eine 
Reihe von ungerader Gliederanzahl: 
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572. X ( ,Y„— X x Y,-\-Xn Y 7 — •■■•+ X n Y„ 

= X n+X £ **+i 

v_j v ( bx.dXn+i (ia;)'ö'X» + i ( AaQ'd'X .+i \ 

~<* '«+A idx ' + ~r.2(ei)~ + "i.2.3(öx7" + ""J 

„_, / 1.2(a)'g^ , 6(a*) 3 d ' Xn±i , U(*xyd 'X n+1 \ 

+ * *»+A 1.2(d*)' "*" 1.2."3(&r)"' + 1.2.3.4(&c) 4 + "*V 

_ v_ 4 y / 6(A*)'d a X,. +1 36(A*) 4 d 4 X,, + , l SOQ^'d'X»^ , \ 
- ' n+ *\ 1.2.3(0*)' ~ l ~ i.2.3.4(d*) 4 + 1 .2.3.4.5(0*)' + ""J 

+ XS~ l Y 

_ r -* Y ( äx.ex (*xye*x (sxyd'x \ 

6 *V lö* + 1.2(d*)'" + i:2.3(Öj;) J + '"V 

■ r -3y/ 2(A.r) , a'X _6_(a*) , <9 1 X 14(a*) 4 <3 4 X , \ 
+ fc 2 V 1.3 (de) 1 "'" 1.2.3(0*)' + 1.2.3.4(d*) 4 + '"7 

_. 4y /6(A s)'d'X 36(a*) 4 ö «X J50_£a«)* d *X \ 

6 3 M.2.3(d*) J ' + 1.2.3.4~(d*j i ~" 1 ~ 1.2....5(äi)» + " / 

Für eine Reihe von gerader Gliederanzahl gewinnen wir: 

573. Xi Y„ — X { Y t -f- X-t Y t — • • • • — X„ Y n 

— — X n+i £ / n+ i 

c._ 2v / Aa.d X,+i ^'J^t? _i_ ( A ^*ö*X»+i , \ 

+ t r »+^ d* + ~1.2(<5*)"' + i.2.3(dxy + *"V 

j-_ 3 Y (i.2(&xy d t x n+ , 6(*xyd*x n+l u(Axye*x H+i \ 

-fe *»+3V i.2(ö*)' "•" i.2.3(d*) 3 + 1.2.3.4(d*) 4 ~* / 

? _ 4 / 1.2.3(a*)'a'X, , + , . 36(A*) 4 d 4 X. +1 i50(ag)*e »3C +1 \ 

+fe *.+«V, 1.2.3(0*)* ■■" 1.2.3"4(ö*)» + 1.2... .5(0*)» "*""7 

_j._ 2y / a*.dX (.**)• ö'X ( A*)'d' X \ 

S 'V ldx + 1.2(0*)«'" + 1.2.3(ö*)' "■ / 



+ 



?-3 V (l •%(* *?& * , ^(AaO^VX 14(A*) 4 d 4 X \ 

6 J v 1.2(0*)* + 1.2.3(ö*) i+ 1.2.3.4(<=<*) 4 + " / 



ordnet man die vorstehenden Gleichungen nach den steigenden Potenzen der 
Differenziale, so gewinnt man aus (572.): 
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574. X n Y it -X 1 Y x +X i Y i +IJ. 

Aa?.5.X w +i s-_2 y 

1.2 (Ar)» fe B+2 



+ vl^' (-ry. + 3+ er 3 y. +J - e^y,^ 



1.2.3(&r)' 



Ax.dX 



£- J y 



loa? 

«ns (573.) aber folgende 

575. Jky -jr I Yi+Jky 8 x n Y n 

+ Tai fc *-+ 2 

+ ^(gfr (+C-'n^-i.ag-*r> M ) 
+(^) 3 ß l jr I , +1 ( ^y. +a - e^y.+s+ec- 4 ^) 



+«- 1 y 

Aaj.dX 



idx 



?*Y l 



§. 132. 
Eine andere Darstellung für Summenaasdrficke zusammengesetzter 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, erhal- 
ten wir, wenn wir die Gleichungen (479.) §. 106. zum Grunde legen und 
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die positiven Unterschied* durch Differenziate darstellen. Für eioe Reihe 
von einer ungeraden Gliederanzahl entsteht 

576. xr—x l r l + x 2 Y 2 — .... + x m Y m 

Ä -X Ä £* * «-|-i 

• ?-x v / Ax.a.y„- t , (Ay)»a» J Y, ,_ 1 , (**) , d t x^ k \ 

T S *«+i\ i.da: "*" 1.2(d*) a "*" 1.23(3*)«"" + •-•) 

, ^. Jy /a(Ag)» a»x.^ , 6Uj)»a»x»-2 . i4(Ajc)«a«x»- 2 \ 

■TS '«4-iV 1.2(3*)' "T" 1.2.3(3x)» "*" 1.2.3.4(3~£)* r«'"J 
**" * "+H 1.2.3(3*)» " t " 1.2.3.4(3*)» "*" 1J2....5(3~*)~ "*" '" ' 

t5 f v 3*" t umpsp- t 1.2.3 (ai)«~ T----; 

"*"» \ 1.2(3*)» + 1.2.3<3*) J **" 1.2.3.4(3*)*"" "*"' "V 

"*"» V 1.2.3(3*)» + 1.2....4(ax)*""r 1.2... .5(3*)* + ••••/ 

Für eine Reibe von einer geraden Gliederanzahl : 

JS5 ' <i»n C «4-1 

- , r / Ax.ax„j , (Aj)»a a x., t , (Ajr)«a«x^ t , \ 
~*» -+ l v ia* " 1 i.2 (a*)» **■ i.2.3(a*)« "!"••••; 

""^ 1 "+»\ i2(ax>* *" 1.2.3 (öxji * 1.23.4(3*)* !"••••,/ 

o_4 V / 6(A*)»3»X,,., , 36(*x)*d*Xn- i , 1S0(a*)' 3« X»-« t \ 

» " +1 V 1.2 3(3*)» "*" 1.2.3.4(3*)* "*" 1.2.3.4. 6 (3*)* "*"••••/ 

o_. v / A*.aX-? , (Aar)»a*Jg. . t , (**)' 3» 3f-a , \ 

TS M 13* "1 1.2(3*;* "*" 1.2 3(3*)' " 1 / 

, - j v / 2(A*)'3'X^ . 6(Aq?)'3» XLa , 14 (A*)« 3* XL» . \ 

"*** Z V 1,2(3*)* "t" £2.3i3*)*~ "*" * 1.2.3.4(3 x)*' "»"••••/ 

+ ^ V 1.2.3(3»)* + 12.3.4(a»)* "*" 1^....5(a*)« "* / 

Aas der Beschaffenheit der in den $$.130.-132. gegebenen Sum- 
menausdrucke geht hervor, dab sich diejenigen zusammengesetzten Rei» 
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• 

ben Webt nach ihnen summiren lassen, welche durch fortgesetzte Diflfe-» 
renziation der Functionen X Ä+l und X auf fuhren. Ist dies nicht der Fall, 
und fahrt die fortgesetzte Differenziation auf fortlaufende Reihen,' so sind 
die vorliegenden Gleichungen nicht tauglich zu der Summirung der Reihen, 
ausgenommen für den Fall, wenn die hohen Differenziale der genannten 
Functionen auf sehr convergirende Reihen fahren« 

Ferner ist klar, dafs diejenigen Functionen sich sehr bequem durch 
die vorliegenden Gleichungen summiren lassen , die von der Beschaffen- 
heit sind , dafs X verschwindet , oder = wird« Denn in diesem Falle 
werden in der Regel auch alle Glieder der zweiten Reihe dea Summen- 
ausdruckes verschwinden. 

Wir haben in den genannten $$. nur die Summenausdräoke für 
die einfachsten Fälle der zusammengesetzten Reihen gegeben, aus dem 
leicht begreiflichen Grunde, dafs die zusammengesetzteren zu weitläufigen 
Formeln geführt hätten« und die Summenausdraoke für verwickeitere Rei- 
hen leicht nach der angegebenen Methode für vorkommende Fälle aufge- 
sucht werden können« 

Nach diesen Bemerkungen wenden wir uns nun zu Anwendungen, 
um die Brauchbarkeit der angegebenen Gleichungen zu zeigen« 



Anwendungen« 

*. 133« 

Wir machen zuerst eine Anwendong der gefundenen Gleichungen 
auf Reihen, deren Glieder aus den Gliedern einer geometrischen Reihe 
und aus Potenzialgrolsen zusammengesetzt sind« und wählen« da wir 
schon §. 115. derartige Reihen summirt haben, eine Reibe von folgender 
Gestalt: 

** _ii (g+A ac/ • (a?+2A x) p , , (x+nAxf 

Um sie summiren zu können« haben wir in der Gleichung (571.) Xssx p 
und Tscr* zu setzen« Geschieht dies» so erhalten wir: 
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= (* + (/» + DAg/.A-' , / * 
äx.d(x+(* + l)*x? A ^ 2 1 

— ' c5x"~ a**M*)A* 

, (Ax)»a»(* +o» +i)Axy» / , i . i \ 

x 

AX.ÖxP ,,3 1 

ax #A i?* 3 * 
(Ax)»a» xP/ 2 i , i \ . 

1.2(ax)* \ «Ff 1 * «*+*A*7 . 

Cm den vorstehenden Summenauadruok darstellen zu können, sind uns 
die DHFerenziale der Potenzialgrölsen und die ne»atiren Unterschiede der 
Exponentialgroben nach der Gleichung (203.) nothig. Die ersiern ergeben 
sich aus folgenden Gleichungen: 

d r (x+(n+l)Axf == p(p— 1) ....(/> — r + l)(x + (/2 + 1)^)^(3^) 

und 

d r xP = p(p—l).... (/>— r+l)x^(ax)'. 

Die letztern sind nach (203 ) folgende : 

A l 



a*-K"+i)A* — (l_ a A*)a*-K"+i)A.v* 

_ 2 1 _ a 2A * 1 

, 1 a 3A * 1 
a -j — 



a *+("f»)A* (l_ a Ax^f a x+("+3)Ax > 



und 



4 --L - 



• • • • 



a* (1 — « AT )a JC> 

« 2 t a 1 ^ t 



A 

a 



_ 3 t — o 3 ** 1 

A a x+2Ax (i — a AXjt' a *+3üa » 



Berücksichtigen wir, dafs das letzte Glied der Reihe mit den Gliedern der 
ersten Reibe im Summenausdrucke der Form nach nicht übereinstimmt, 

20 • 
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so ISbt rieh diese Übereinstimmung herbeiführen, wenn auf beiden Seiten 

^j^cji 1 )^^ M g«** Wt w,Va - Wird ferner dönn der Kürxe we ß en /,— * 
statt n gesetzt, und werden die angezeigten Differenziale eingeführt, so 
entsteht folgende Darstellung: 

K*t* ** , (x+äx) p t i ftr-fitA*)* 

370t Tj1 ^F5*~T ••••T~J5RSS 



pQg + wAg^Ajp.fl»** 
(1 a A*) o**K>»-M)A* 



T t2o*+0-H)A* \ — (t — a^)*Ml— <!**)• oW 



****** . p.a^Ax «**» 

, p(p— l)gP-*(Aar)» / a** 2q*** \ 

t i,2 V(i — a**) 1 «**** ~ ( l — «A*)* a*+ 2A */ 

, p(p— l)(p— 2)gP-*(Ag)» / o*** , 60^* , 6d*** \ 

+ 1.2.3 ' V(l— a^J^+S T (i_ a A^i a *+2Ar -P (l~ a A*)*a*+*W 

Der so eben gefoodene Summenausdruck lä&t bedeutende Reduetionen zu, 
wenn die in Klammern eingeschlossenen Ausdrücke vereinigt werden» Ihre 
Vereinigung erzeugt folgende Darstellung: 

*7Q g? ! (x-\-&x) p j (3P-j>2Ax) p t y (x+nAx)* 

(jp+iiAx) p a*— a** 



p ( x + n A a»)P- A ( A x) o*A* , pa^-'.Aar.a*** 

(1_ a Ax^a a x-Kn+l)A* "" (t — oAJCjt a *+2A« 

+ i,2«*HHiJA» • (i— a 4*)» 1.2 a*+** ' (1— a ^« 

p(p-l)(p-2)( x 4. i,Aar)P- 3 (Aar)» o*^44a 3 a*4-a«* * p ( f ^lXp-2)j?P- 3 (A jr) 1 ***+*<****+**** 
1.2.3 o~K'"H> A * # (1— a**)* + 1.2.3ir*+A* • (IZ~^A*f 



In dieser Gleichung bezeichnen jp, tf, aj? Groben, die gänzlich unabbän- 
gig von einander sind« Man kann sie daher nach Willkühr annehmen« 
Durah zweckmäßige Annahme der genannten Grö&en kurzen wir die der 
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Gmtalt nach weitläufige Formel sehr ab. Setzen wir x=0, &x=sl, so 
verschwinden alle Glieder der zweiten Sobeitelreihe, ausgenommen für 
den Fall, wenn der Exponent von x in fibergeht. Dann alsdann ist 
0*=§ssl. Nach diesen Bemerkungen erhalten wir folgende Reihen» 
nebst ihren Summenausdrucken : 

1 _i_ 2 _l 3 _l 4 _l _i_ * — L( * « X l a 

— .ifji! 3<r'a 3/»«(a-H) a(H4ttfft') \ (1-Hrt-M « 

~" «" Vt-ä (l— a)* + (l— a)> (l—aj* ) "* (1— «)* ' 



580. 



1 2* 3* 4* n* 



~~ a" Vl—o (1— a)* + (1— a)* 



6n*a(a+l) '.na{l+4 a +a*) . a(t+1 ta+l fa'-f a*) \ 



(l~a>> 



u. s. w« 



a(H-lta-H1oHq J ) 

(t-a)< 



$. 134. 



Setzen wir in der Gleichung (571.) X = - und F = — , so erhat- 



ten wir folgende Reihe, mit ihrem Summenausdrucke: 
1.1. 1 



_ _i 

1 1 



r+*Ax r * ( L 



(x+nfixfa***** 



(*+(«+D**) P 

1 



.A 



— 1 



— Ax.d 



1 



• ^r 



„x+Ot+S)**- 



(x+(n+l)A ? )'' c** 



_± A -*JL 



,*+A* 






*+A* 



— 1.2a- 






.x+2Ax 
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Die negativen Unterschiede der Exponeotialgrtffeen sind ans dem vorher- 
gehenden §. bekannt« Die Differentiale der negativen Potenzfertgröfoen er- 
geben sioh aus den nachstehenden bekannten Gleichungen: 

(x+in + DAxf V ; (a?+(* + l)Ax) p t r 

und 

st * /_v P(p+i)(P + 2)" «. (P+r — 1) 

d Sr - < ; 5hF" 

Werden nun diese Werthe eingeführt, und wird Harmonie in die Glieder 
der ersten Verticalreihe und in das letzte Glied der Reihe gebracht, so ge- 
winnen wir folgende Darstellung: 

11 1 

l __ o** 

pAar.o^* , pAa?.o aAjr 

1.2 x p+ * \l-a ajc )a A + JAr (l-o ax )a*+W 



Die in den Klammern eingeschlossenen Ausdrucke sind die nämlichen wie 
in der Gleichung (578.): daher fuhren sie auch zur nämlichen Induotion. 
Es geht also die vorstehende Gleichung in folgende über: 

«>82. -f- - — +....+ 



1 «** 



(x+nAx) p «*+-** (l-a A *) a*(t— o**)a* 
y( p+l)( Aa?) a a&x + it&x p(p+l)(Ag)» a***«»** 



. p(p-H)(p+2)(*r)» qA*+4a^*+«^» p(p+l)(p+2)(Ag)' «&*'+ 4«™*+ «» ** 
* 1 "i.2.3(ar+nAx/ +, a*+-^* (1- «**)♦ iASa^.o* ' (l -■*•)* 
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ie beiden Reihen des Summenausdr uefces laufen ins Unendliche fort, und 
brechen also nicht ab. Es zeigt sich aber deutlich, dab sie sehr conver- 
giren, wenn x f n und p grobe Zahlen sind; und dann werden wenige 
Glieder hinreichen, um den Summenausdruck hinlänglich genau darzustel- 
len« Nehmen wir specielle Fälle an, und setzen ax = 1, so erhalten wir: 



1 



a 



(ar+n/a'+^t— a) «*' (1— o) ci* 

p. a p. a 

p(p-H)fp+2) o + 4a» + a» p(p+l)(p+2) * + *'** + a* 

Bedeutet hierin /i eine sehr grobe , oder gar eine unendlich grolse Zahl, 
so werden die sÜmmtlichen Glieder der ersten Scheitelreihe unendlich 
klein, oder sie verschwinden; und dann erhalten wir, was auch x bedeu- 
ten mag, folgende Darstellung: 

— a p-o p(p-f-l) qfff-f*l) 

äP(1— a)a x ~ ocP+ l (l— a)** x 1.2afi+ l (l— a)'.a x # " #M 

wobei, was sich von selbst versteht, der Fall ausgenommen ist, wenn 
x=0 ist» In der Summenreihe haben zwar alle Glieder das negative 
Zeichen: berücksichtigt man aber, dafs die ungeraden Potenzen von 1 — a 
einen negativen und die geraden einen positiven Werth erhalten, so ist 
leicht zu erkennen, dab unter den Zeichen ein Wechsel entstehen müsse, 

und das erste Glied einen positiven Werth haben werde« 

« 

Für a = 1 geht die vorstehende Reibe in die reciproke Rahe des 
ersten Grades üben Für diesen Fall ist der Summenausdruck unbrauch- 
bar» Oben $♦ 127» ist die Summe dieser Reihe gegeben« 

Summenausdrneke für Reihen, die aus Kreisfunctioneo und Poten- 
zial »Groben oder Facultaten zusammengesetzt und mit lauter positiven 
Zeichen versehen sind, lassen sich leicht nach der bisher gegebenen Me- 
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thode bildet». Daher übergehen wir sie und wenden uns zur Darstellung 
der SummenausdrScke einiger zusammengesetzten Reihen , deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, 

§. 135. 

Ehe wir uns zu der Anwendung der in $• 131. gefundenen Glei- 
chungen selbst wenden, gebeu wir ihneu in ihrer formellen Darstellung 
eine Umformung, die sich zur Anwendung bequem eignet, und die darin 
besteht, dafs wir das letzte Glied der Summenreihe mit den Gliedern der 
ersten Scheitelreihe im Summenausdrucke, den Stellenzahien nach, in Über« 
einstimmt! ng bringen* Dies geschiebt dadurch, dafs wir, wie in der Glei- 
chung (575.)» das Glied X n ^ l r„ +l zu-, in (574.) abzahlen, und dann n — 1 
statt n setzen. Hiedurch entsteht aus (575») fnr eine Reihe von ungerader 
Glieder -Anzahl: 

-X n {-*Y K +X m Y n 

— t.d*"' s r »+* 

( &x) a d* A*„ ,;. !T ;->r , \ 



idx 

• • • . • • , 

ir eine Reibe von gerader Glieder- Anzahl, aus (576.): 
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HIT*"* r "+» 



73 



a? 



£-'*, 



Setzen wir nun in der Gleichung (585.) ■X"«*»», Yssso*, so erbauen wir : 

587. **.«*— (x+Axy 0*»** +.... + (*+fl4xyfl^4» 
' ox ^ 

1 •<* ^v JP^ 



Die negativen Aufstufungen , die zur Darstellung des gesuchten Summen* 
ausdrucke» nöthig werden, sind schon §. 112« und die Differeuziale $. 133. 
gegeben« Führen wir sie ein, so erhalten wir: 
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588. af.a* -(x + &*y a*+** + ..., +(x + n&xy «*+-** 

pfx-f-nAxV^Aar.gg+ C-» - 1 ^ 

(1 + a**)* 

p(p— i)(x+n&*f~' l Uxy I , < ,*+(«+■)** 2g *K-H)A« i 
+ 1.2 "\"*"(l4-aA*)" (i-|-«a*)»/ 

p (p— l)(p— 2)(x+ nAar)"' 1 (Aar) » / , a *-K»+QA« 6«**»»^* , 6 «*+C+3)A* \ 
"* 1.2.3 V"*" (1 + a^*)« + (t + a*V + (l + a**)*/ 

+ 1 + «** 

p.arP-'.o**** 

+ 1.2 V (l+a**)*1'(l + a**)* 

Werden nun die im Summenausdrucke mögliohen Rednotionen vorgenom- 
inen, so erbalten wir: 

589. V. «* — (*+ Aar^ o x+A * + (*+ 2a*)J> a *+ 14 *— - . . . . + (*+/ia*)p o**** 

, p(ar+»Aar) p ~ ,1 Aar.a**''+ l >A* 
"t* (l + a^) 9 

p(p— l)(ar+nAaQ p ~ i> (Ag)'q*-K''+i)A J r a A»—l 

1.2 -^aA*)* 

. p(p— l)(p— 2)(ar+nAa^(Aar)»<r»K''+t)A.c a***— 4q4*-ft 
"** 1.2.3 ' (l+«Ax-)* 

. acP . a* pa*" 1 . Aar. a*4A* 

. p(p— 1 )a*-* (Aar )» a*+A* a _ t 



1.2 '(1+a**)» 

p(p— l)(p — 2)arP-»(Aar)»q**** a** — 4 a* *+l 

1.2.3 (1 + oA*)* 

Wird auf eine Reihe von gerader Glieder -Anzahl die Gletdrong (586.) 
angewendet, und werden dieselben Reductionen gemaeht, so erbalten wir 
folgende Darstellung: 
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590. af. a x ~ (x-\-a*Y. 0*+**+ (*+?Axj». a** 2 **— . . . (x+ntxf. **+»** 

p(x+ntocf ~ l äx . g»HM^)A» p.:pP-*Aap.fl*+ Ag 



p(p— l)(g4>nAaQ^ 2 (Aaf)»q*-H'»H ) A« a A*^-l 



, p ( p— 1) gP- 2 (A ap* q **** . a**— 1 
"** 1.2 '(1 + aA*)« 

p(p—l)(p— 2)(ae+wAa?) p ~'(Aa:)« g»-H»+«H« a aA»_4 a A>^. 1 

1.2.3 (l+a**)* 

p(p— l)(p— 2)a?P-»(Aa?)» g»-»^A» < ^A»_4 a A Jr ^. 1 

1.2.3 * (l_J_ a A*)* 

Die Summenausdräcke der Gleichungen (580.) und (590.) sind nur in den 
Zeichen der ersten Scheitelreihe verschieden. 

Maohen wir nun Ton den gefundenen Gleichungen Anwendung auf 
specielle Fälle und setzen zu dem Ende jc = , äx = l und statt p all« 
mählig die Zahlen 1, 2, 3, . . . . , so erhalten wir für Reiben von -ungera- 
der Glieder- Anzahl folgende Zusammenstellung; 

( lo~2o J +3fl 3 - 4o 4 -| +/jo« 

Vi-f « T (l+a)V ^ (1-H) a » 

l*c— 2V+3V— 4*a 4 + .... + ä'c» 

— n "W w * f 2« a— 1 \ q(a-l) 

~~ Vl+a **"(!+«)* (! + «)'' (!+«)■' 

i s a— 2 3 e*-|-3 3 a 3 — 4 s o 4 -f .. . . + « s a» 

~~ ° \l-fq" t "(l+a)*~' J "(H-q)' 1" (1+a)* /^ (! + •)* ' 

l*c — 2*ö 2 + 3 4 o , --4 4 c 4 +.... + /i«a" 

„.,/ 7t* , 4n» - o — 1 . * q»— 4q-fl , q» — ll« a -fllq— 1\ . 

a* — 11 q» -füg» — a 

(1+q)' * 

l 5 a— 2 5 a'-f 3 5 ä s — 4 5 ö* + -f n s o" 

= fl H-i »* I 5« |n , q — 1 f 1n , q'~4q+l . o»-llq'+il«- t 

, q«~ 26q 1 +66a»-- 26a + l \ , a*— 26q*+.66q» — 26q»-f a 



591. 



(J+q)« /-r (1+«;« 

U. 8« w. 2| *• 
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Für Reihen von gerader Glieder- Ansaht erhalten wir folgende Zusam- 
menstellung : 

1 a — 2o*+3 o»— ...,— »a* 

ss -.a"W-5 l-7-i Vi • 

V Vl+a^(l+a)»/T ( i +a) . 

1»« + 2V+ 3"o»— «'«» 

i= fl»"f ** , 2 " l- *— i \ «* — a 

l»o — 2»««+ 3V n»a" 

_ fl H*f "' 3n« «-.1 «» -4«+l \ . ««-4«+l 

— * V i+a (l+«)»T^" (1+a) , (| + «)4 ;-T (1+a) * 



592. 



V 



U« 8, W 



• 



§. 136. 
Setzen wir in der Gleichung (585.) X^ = ot? und ¥ = — , so er- 
halten wir folgende Darstellung für eine Reihe von ungerader Glieder- 
Anzahl: 






.*- 



, (A f ) ! ö^/ 1 . 2e _,_i_\ 

^ 1.2 (d*)* V * 5^F5«T^i a *+i&xJ 

~t.2.3(Ö*)»\ » aX+AxT^OW „x+JAx u fc jX+Jäjt/ 

Die Differenziale der Functionen (* + » a xf und ** sind bekannt ; die ne- 
gariren Aufstufungen der ExponentiaUunotionen» die uns nothig werden, 
sind nach (80.): 
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jl i i «** i 

o_, 1 _ «»** 1 

3U1 1 _ «»** 1 

5 aX-K»+3)Ax — (l^. a Ax) ># a »H«^)Ax * 



• • 



and 



J4 I 5^_ 1 



Werden die angezeigten Werthe eingeführt, so entsteht: 

eoi ** (x+Ax) p A (x+2Axf , (g+aA*)* 

(g+itAg)* . (g + ftAg/ 
S «ä+iA* (1 -J. aA») ■ a*+»A* 

I pCg + iiAgy^Aar.o**» 
"■" (1 + aA*)* a^+C^OAx 

■ p(f*-l)(^a*g)*~ 2 (Ag) a ( ■ ?^L_ 2a*A» \ 

"T i # 2 V" 1 " (1+ a**) 1 a*K«+i)A* (l+a^/a*^*^)^; 

+ 1.2.3 \t"(i^ a A*|t a x+(»+i) A x (i+a*xf a x+{«+*)** 



( 1 -J-aA*)* <**+(»+ 3)A» 



) 



• • • 



«P.oA« p.ÄP-^Aar.a'A* 

(1 + a**)«* (1 + aA*/ a*+A* 



T 1#2 *^l A *J \ (1 + «A*)* a *+A* ^ (l + oAxji flX wf^ x ) 



Werden in dem vorstehenden Summenausdrueke die möglichen Reduotio~ 
nen vorgenommen, so erhalten wir folgende Darstellung: 
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595. *" 



a 



X 



(a?-f Aa?) p , (ar.fr 2 a »f , (a?+nAgy 

o*4Ax -T ^x+2^* • — .... -f- ^„4* 






t p(p— 1) (ar-fr»Aa?y*«(Aa?)» g^—pA« 
**" 1.2 ' «*+"** *(l+a^« 



"+* 1.2.3 * a*+»A* ' (l+o**) 4 



o** 



«P.a* 



(H-a**)a* 
paP+ 1 .A*.o Ax 



, p(p— 1) «''-"(Aar)' qH* — a** 
+ 1.2 * o^ '(1 + «**/ 

p(p_l)(p_2) XP+ 3 (A^)' o»*« — 4o^»-fgA* 

""" 1.2.3 a* (1 +«»**)♦ 



Wird die Gleiohung (586.) zum Grunde gelegt, und werden die nämlichen 
Veränderungen an ihr vorgenommen, so erhalten wir für eine Reihe von 
gerader Glieder- Anzahl folgende Darstellung: 

ftOA «P (ar+AgV , (a?+2Axy (ar-frnAa?y 

ÖTO# J*~~ a*+A* T „X+2A* ....— aX+BÄX 

(a?-|-itA a?y 

<l- r .a Ax )a*+"A« 

pfo-frwAaQP-^Aar.o** 

p(p— l)(tt4-nAa?)P-* (AaQ* q«A»_- a A« 
1.2 <•*+"** ' (H-oA*) 1 

p(p— l)(p — 2)(a?4-wAa?)P- i (Ax)' a »A*_4 a 3A*4. a A« 
~" i.2.3o*+- A * " (1+oA*) 4 

afPa Ax pa* ,_1 Aar.« Ax 



_e 



(1 + a &x )»o x (l+a^/o* 

pfp— 1) xP-ifax)* a Ux — a** 

1.2 ' a x (t+aA*)* 

p(p— l) ( p— 2) xP-*(Axy e >Ajr ~4a aa »4-a a * 
1.2.3 ' a* * (1+aA*)* 
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Setzen wir hierin a x s=s 1, x = 0, so verschwindet das erste Glied in der 
Reibe und alle Glieder der zweiten Reihe im Summenansdrueke , bis auf 
dasjenige, worin der Exponent von «in übergeht* Demnach gewinnen 
wir für Summenreihen von einer ungeraden Glieder •Anzahl, aus (596.)» 
wenn alle Zeichen gewechselt werden, folgende Zusammenstellung: 

1 2,3 _i_ * _ * t n > « \ i 



597. 



H-o r (l+a)"' <H-«> 






a m ' a 
2na 



-±(J!Ljl , 



* T (H-a)»/" t '(t+a)»» 



»» 



1 2« 3» , „ 



— i ( n ' ■ *"'« ■ c » a a — a t o > -4a»- r .q\ , 
"~ a»\l+a "*"(!+«)* "*" Ci-4-«)* "" (l+o)* / + 



a »_ 4a»-fa 



— — — -j- —r — »•••-!- 



o a — a 



q»— 4o+a , «*-^l« , +i*«!-^ 



— i i w * i 4»*q , g a ~ — " , 4 »» w-j-i» | 

~ a-Vl-T-a + ^+a)»" 1 """ (l+a)»* 1 "*" (1+a)*"" 1 (1— «0« 



) 



TM-«)» 

U. 8. W# 

Für eine Reihe von ungerader Glieder« Anzahl erhalten wir folgende Zu- 
sammenstellung : 



598. 



12,3 n 1 / 

a a* § ä 1 a* a w \ 



i+«^(i+« 



p)+ 



a» 



1* 2» 3* n a 

— 1 ( n * ■ 2wa , a'-a \ . 



>•— . 



U+«) 1 



i« 2» ,3» 



1 / «» 



a* — a , «*■— 4a«f-q\ _l •* — * a'-^a 



( .h w .Lg » —« i «*— 4q«4»q y , 
«» Vl+q T (***)* T °" (1+a)* + (t+-)* / + (1+ «)« 

u» s. w* 

Merkwürdig ist das Resultat, auf welches die vorstehenden Reihen fuh- 
ren, wenn die Zahl der Glieder n = <%> gesetzt tyfor die Reihe bis ins Un- 
endliche ausgedehnt und dann a == 1 angenommen wird. Alsdann geht der 
Ausdruck, der in Klammern eingeschlossen ist, in CV über, da der Ausdruck 



i 
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ist, wie wir $. 106. üb. 324« in unsem Differenzial-Calonl geneigt haben, 
und dann gewinnt man folgende Reiben f3r 

u« s« w« | wonach alle geraden Potenzen der natBrliehen Zahlenreihen, de» 
ren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden waren > auf führen 
meisten« und zwar nicht nur die vorstehenden Reihen, sondern noch die 
nachfolgenden 

_l* + 2 *— 3' + -... — — ^f- 1 « 0, ' 

_l*+2*— 3 4 « 

u. s» w. 

Die ungeraden Potenzenreihen geben aber folgende Wert he: 

t — 2 -f* 3 — - • • • • «n «ji — ft 

X — * -f O •—••.• « — — SS -g-j 

i — -* -f o — .... s» jy«j 

U« 8« W» 

Die hier gefundenen Werthe stimmen vollkommen mit denen fiberein, die 
Euler in seiner Differenzial- Rechnung (TM, IL Cap.7. §. 185. u« ff«) ge- 
funden hat« Wir glauben aber« dals bei der Darstellung solcher Resultate« 
wie wir sie eben gefunden haben« genau auf die Art und Weise« wie sie 
aufgefunden werden« geachtet werden müsse« und glauben nicht« dals sie 
im Allgemeinen als richtig befunden werden können« obgleich sie oft ge- 
radezu für wahr angenommen wurden« Wenigstens barmoniren die hier 
gefundenen Resultate nicht mit denen« die »ich aus (366.) und (367.) er- 
geben! wenn n = oo gesetzt wird, sondern stehen geradezu im Wider- 
spruche mit jenen« Diese Disharmonie ist aber ein deutlicher Beweis« dals 
der eine oder der andere Fall unrichtig sein mussö. Wir verweisen hier- 
über noch auf das, was wir in unserm Differenzial-Caloul $. 115« u. ff« 
pag. 191 über widersprechende Resultate gesagt haben« 
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$. 137. 

Setzen wir endlich in den Gleichungen (585.) und (586.) Xsi 

1 x 

und r = ^ und fahren die hiedurcb nöthig werdende Geschäfte aus, so 

erhalten wir folgende Reihe, nebst ihrem Summenausdrucke: 



599. - 1 --- t . 1 i 



a*(l+«^)V(a:-f,, 4jr yVA*~ »P/ 
p.Ag.qA* / 1 1 V 



p(p+l)(Ax)' / 1 

~ 1.2«* V(x+nAjc 



1 \ a JA * — «A* 



\ 



/H-2 a"** »H*/ (t-j_ ^5^f 



1.2.3 a* \x+»Aa?)P+5a n A 3r a?* 5 / (i+a^*) 4 



a A* 



[ederanzahl erhalten wir 
menausdruck : 



__ _ 1 / 1 a**v 

, p.Ag.a** / 1 j 1 \ 

"•" a x {l+ate)*\{a:+n*x)P+ l a n te + 0?+*) 

mmm p(p+*) (**) »/ 1 , 1 \ a**» — «A* 

i p(p-f-l)(p + 2)(A*)' / 1 . _1_\ a***~-4 a>**+a** 

"*" 1.2.3 a* \(a?+nAx)H»a a HA*"r Ä rt^y (tZf.***^ 

Nachdem wir nun gezeigt haben, wie die Summenausdracke ein- 
facher und zusammengesetzter Reihen auf dem in diesen Abhandlungen 
befolgten Wege gefunden werden können, überlassen wir die weiteren 
Anwendungen den Zwecken des geneigten Lesers« 
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Anhang. 

Suanmirtmg der Reihe 

i j i_ . __i . i_ 

J. 1S& 
Die königliche Akademie der Wissenschaften zu Kopenhagen hat 
die Summirung der Reihe 



T axiJUAJ.u\ "P •••• 



bib + d)^ (b+2d)(b+3d) ^ (b + 4d)(b + bd) 

zum Gegenstande einer mathematischen Preisfrage gewählt« 

Eduard Schrader, Professor in Tubingen, hat sie in einer Schrift 
von 74 Quartseiten, betitelt: »Commentatio de summatione seriei 

b(b+d) +(b+2d)(b+3d) + (6+4 «*)(*+ 5d ) + • • • ■ 
ob illustri societate regia Hafniensi in certamine literario praemio regio 
ornata, auetore Eduardo Schrader o, professore Tubingensi. Vimariae, 
sumtibus novi Bibliopoliiy vulgo Landes- Industrie -Comtoir dicti f 1818/' 
mit dem Motto „ultra/" bearbeitet, und seine Schrift wurde , wie der 
Titel besagt, mit dem Preise gekrönt. 

Ob es gleich eine überflüssige Arbeit zn sein seheint, eine schon 
bearbeitete Materie noch einmal bearbeiten zu wollen , so glauben wir 
dennoch, dies thun zu dürfen, da sich die Art und Weise, die wir bei 
Summirung der Reihen in diesen Abhandhingen befolgten, sehr leicht auch 
auf die Summirung der vorliegenden Reihe anwenden laut, und auf einen 
ganz allgemeinen Summenausdruck für Reihen von folgender Form : 

»(*+«<).. ..<*-Kp — l)iO + (& + 2rf)(* + 3cO....(6+Q>-H)«0 

t « 

T (6 + 4<0(6 + ö«f)....(6+(p4-3)rf) 

fuhrt, wovon die von der königlichen Akademie zu Kopenhagen vorge- 
legte nur ein besonderer Fall ist« 

Schrader hat sich bei der Summirung der genannten obigen Reihe 
im Allgemeinen der Methode bedient, die Euler in seinem 2tenTheil der 
Differenzial-Recboung angegeben hat, und keine Auflösung für eine allge- 
meine Gestalt dieser Reihe gegeben» 
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Die Methode, deren wir uns bei der Summirung der vorgelegten 
allgemeinen Reibe bedienen werden, hat den Vortheil, dafs sie sehr sohneil 
und kurz zu einem allgemeinen Resultate fuhrt; was wir in der angefuhr« 
ten Schrift Schraders vermissen. Zugleich wird die Summirung der 
fraglichen Reibe einen Beweis für die Brauchbarkeit der von uns in den 
vorliegenden Abhandlungen angegebenen Summenrechnung liefern . da sie 
eben so schnell als leicht Antwort auf eine vorgelegte wichtige Frage er- 
tbeilt, und sich eben so leicht auf Reihen von endlicher Glieder- Anzahl 
anwenden labt. 

$. 139. 
Zuerst stellen wir die vorgelegte Reihe nach der von uns bisher 
angenommenen Bezeichnung auf folgende Art dar : « 

Die Gröfse a, welche als Factor bei allen Gliedern der Reihe erscheint, 
ist aufserwesentlich. Ist der Summenausdruck gefunden, so ist nichts 
weiter nöthig als die vernachlässigte Gröfse durch Vervielfachen wieder 
einzufuhren; daher betrachten wir im Folgenden nur die in Klammern 
eingeschlossene Reihe. 

Die Reibe selbst läfst »ich, als von zwei Reihen erzeugt, darstellen, 
wovon die eine lauter positive Zeichen und folgende Gestalt: 
1 . t 1 , i , 1 

die andere einen Zeichen Wechsel und folgende Gestalt bat: 

1 * i ' * 4. l 



(5?TS?+ 



Werden beide Reihen zusammengezählt, so zerstören sich die ungei 
Glieder, die geraden aber erscheinen zweimal, und daher sind wir zu fol- 
gender Darstellung geführt: 

L_ + + * \ 



(— + 



t ; — r~. — ^TÄZ T ,__ , n . .p i A* T^ • • • • T 



,_J 1 . 1 « 

"■ ~D I AX i \D I AJf T 



Beide Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens sind summir- 



<»« 
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bar: also auch die ihnen gleiohe auf der linken Seite des Gleiohheitsae»* 
ohens. Die erste Reihe fährt naoh (350.) auf folgende Gleiohung: 

* I * . 1 JL. * 

(*+(2ji+i)A*y« A>r «p'**» 

die anreite nach (351.) auf folgende: 

i 1 ,, 1 

=3 —^ - p-J-^-t * . 

S (x+^nAxT 13 ^ S «PIA*» 

die Vereinigung beider erzeugt folgende Darstellung: 
•° L **ra=" + (Ä+2A ,ylA*+ (X+4A*/» 4 *"* + (x+2i.A*/'* ,e 



(*+(2<i+i)A*y ,Ax * «p!a* 

*» /_ i o_a_\PIA* T*C~^ 



(x+2»Ax)'" A * T¥ * «PTÄi» 

Es sind uns demnach cur Darstellung des gesuchten Summenausdruckes 
die negativen Unterschiede der angezeigten Nenner-Facultüten iröthig. Sie 
sind nach der Gleiohung (199.) §. 36. 

A -i __ _1 __i 1 

(x4.(2n + l)Ax) p,A * (P— i)A* , (x+(2n+i)A*r 1,A * 

and 

-t * 1 1 

A JFTA^ «= (p— l)A**a»P-MAx» 

Nicht so einfach wird die Darstellung der negativen Aufstufungen 
der angezeigten Facultäten sein. Da wir sie direot nicht darstellen kön- 
nen, so nehmen wir die Gleichung (342.) $.71. zu Hülfe, und fuhren sie 
auf die positiven Unterschiede der Nenner - Facultäten zurück. Wird dort 
mssl gesetzt, so erhalten wir 

» (xr+SiiAary ' ** "*" 2(x+2«ax) p ' ** "*" 2f (x+2nAx/' • ** 2» * (x+2*Ax/ ' ** "t"*"* 

und 

|T -x * «— » , — A , . - «L. A 



«PIA» — 2o*IA* 2* (ar+Aory'A* ^2* (o?+2Ajp/ ,|A * 

Die positiven Unterschiede der angegebenen Facultäten, welche weiter nö- 
thig werden * entnehmen wir aus $• 30» Sie sind: 



•••• 
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1 p.Ag 

A » 1 _ p(p+0(Ag)* 

(*+2*A*) p,A * (*+2l•A*y ,+ * , * x, 

A , 1 „_ _ _ J^pHMliEi^li^ 



und 



1 

A 



p.Aar 



Werden die gefundenen Werthe, so wie sie angezeigt sind, eingeführt, so 
erhalten wir für die Torgelegte allgemeine Reihe folgenden allgemeinen 
Summenausdruck : 

®02* . IAx — - — ; -\ . vp i a£ + •••• + 



5=8 2(p-i)A*[5=T25 — (o ? +(2ii + 1)Ax)' > - 1|Ax J 

__ 1 p.AJP P(p +*)(**)* 

2*(*+2nA*/ >,Ax 2»(ar+2nA*) p+1,A * 2*(a ? -f2/tAa?)*' 2,A *" 
■ * i P** i p(p-f t)(Ax)» , 



• • • • 



• • 



Diese Reihe fahrt zwar auf einen Summenausdruck, worin zwei Reihen 
Ton unendlieher Gestalt erscheinen. Nichts desto weniger ist er aber bei 
einer grolsen Glieder- Anzahl sehr brauchbar« Denn alsdann verschwin- 
den entweder die Glieder der ersten horizontalen Reihe« oder es genügen 
einige wenige zur genauen Darstellung des gesuohten Werthes« Dieselbe 
Bemerkung gilt auch von der zweiten Horizontalreibe« wenn anders ar eine 
nicht ganz kleine Zahl« oder die Einheit selbst bedeutet« 

In allen Fällen sind aber die beiden vorliegenden Horizontalreihen 
von der Beschaffenheit, dab sie eonvergiren« und gewähren noch den Vor- 
theil« daß sich der Werth jedes spätem Gliedes leicht aus dem des vorher- 
gehenden berechnen laist« Ist z. B« der des ersten Gliedes —7 — — rrrr 

2 a (*+2nAx)' M 

bekannt« so ist der des folgenden: 
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p.AjC ^_ 1 p A3C 

Der des dritten ergiebt sich aus dem des zweiten durch folgende Gleichung: 

p(p+i)(**)* pj>jr (p+l)Aa? 

2*{ac + 2n*ccY Jt2 ^ ie ~~ 2* {x+2n*xf+ ll/ix ' *(* + &n + p+l)**) 

u. s* w. Eben so leiten sich auch die spätem Glieder der zweiten Hori- 
zontalreihe aus den unmittelbar vorhergehenden her. 

§. 140. 

Versuchen wir es nun, den Summenausdruck für den besondern 
Fall , welchen die königliche Akademie zu Kopenhagen zur Beantwor- 
tung vorgelegt hat, darzustellen, so wird dies leicht geschehen, wenn wir 
in (602.) p — 1 setzen. Dann erhalten wir für eine Reihe von endlicher 
Glieder- Anzahl: 

®° 3 " .^T+Aa?) "T" (>-f-2Axj(x + 3Ax)"^ • • • • + (x+2#iAx)(x-f(2#i + l)A*) 

1 



_ jL.fi« ! 1 — 

~~ 2Axlx (a?+(2n + t)Ax)J 4 



(x + 2iiAx)(x-l-(2it + l)Ax) 

2ax 

8(x + 2nAx)....(x+(2ii+2)Ax) 



• • • • 



1 , ?ax . 2 3 (Aar)» 

4x(x+Ax) "» 8x(x4-ax)(x+2ax) ■ 16x(x+ax)(x+2axj(x+3ax) ■" ,,## 

eine Reibe von uuendlicher Glieder- Anzahl, da die Glieder der er- 
sten Horizontalreihe verschwinden, erhalten wir: 

Ö04# ili+Ax) + (x+2ax)(x+3a*) + • • • • 
1 i 1_ j 2ax . 



2ax.x ■ 2 , jp(«+Äx) T 2 , x(a?-f-Ax)(x + 2A*) 
Auch der Werth dieser Reihe labt sich, wenn x eine nicht zu kleine 
Zahl ist, sehr schnell bestimmen. Wird aber ;r=l, oder beginnt die 
Reihe mit der Einheit, und wird auch ax=1 gesetzt: dann convergirt 
die Reihe sehr langsam. Für diesen Fall wäre viele Mühe nöthig, um 
den Werth dieser Reihe zu bestimmen* Doch wollen wir auch hier ein 
Mittel zeigen, wie der Werth dieser Reihe für den genannten Fall ganz 
genau bestimmt werden kann. Die Reihe 



x(x + Axj ■ (x+2ax)(x+3ax) 
ist mit folgender Reihe:' 
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±(± !_+_! L_ \ 

Ax\x x + hx * x+2Ax o?+3a« ***" * V 1 

gleich bedeutend; was leicht dadurch erhellt, dafs man je zwei Nachbar- 
glieder in eines zusammenzieht« Diese Reihe ist aber ein speoieller Fall 
von der in $• 79. No. 378« gegebenen. Wenn daher x = 1 und a x = 1 
gesetzt wird, so erhalten wir: 

6050 o+o+o + --- # 

:= 1 — T + y — y T • •• • 

= log. oat. 2 es 0,69314718059945.... 
Diese Bemerkung setzt uns in den Stand, den Werth der Reihe für den 
Fall, wenn ar=l und aoc=1 ist, bei jeder beliebigen endliehen oder 
unendlichen Glieder- Anzahl zu bestimmen. Denn mittelst der Gleichung 
(005.) IS&t «ich der Werth der zweiten Horizontalreihe 

1 -i- 2 I 2 3 l 



4.1.2 ^8. 1.2.3 »16.1.2.3.4 

ganz genau geben« Ist nämlich die Zahl der Glieder unendlioh, so wird 
der Werth der Reihe durch den hjperbolisohen Logarithmen der Zahl 2 
bestimmt, und wir können dann letztere für erstere setzen. Zugloch 
verschwinden alle Glieder, die im Nenner eine unendliche Gräfte haben, 
und wir erhalten aus (603.) 

. £ _ 1 , 2 , 2.3 , 

10g-*— 2 — 4. 1.2 "»"8.1.2.3 "^16. 1.2.3.4 "^ 

Bezeichnen wir diesen Werth durch C, so wird also: 

Ö06. C = 0,6931471805 . . . . — 0,5000 .... 

= 0,19314718059945 . . . . , 
und diesen Werth findet man auch durch die wirkliche Rechnung. Dem- 
nach erhalten wir also folgende Resultate für eine Reihe von endlicher 
Glieder* Anzahl, die von 1 begiont: 

607. + 375+ ^(2«+l)(2n+2) 

. . 1 1 JL 

ob 10g. nat. Z — 2(2^f2) "~4(2a+1)(2/i+2) 8 (2*+l) (2/1+2) (2»+3) m " # 

Für eine Reihe von unendlicher Glieder -Anzahl aber wird: 

Die Gleichung (602.) gilt für alle Fülle: ausgenommen dann, wenn 
p sss 1 ist. Für den genannten Fall hat man den in $. 127. No. 555. ge- 
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fundenen Summenausdruck mit dem $. 70* No« 377« gegebenen unter den 
nöthigen Modificationen zu vereinigen, ' um die vorgelegte Frage zu losen* 
Eine zweite Methode, den Summenausdruok der Reihe (602.) dar- 
zustellen, wird unten §. 147« folgen« 

f. 14h 

Wir theilen nooh einige Darstellungen von SummenausdrSokeu für 
zusammengesetzte Reihen mW, die wir am täglichsten hier in einem Nach« 
trage zusammenstellen , da wir den Zusammenhang unserer Untersuchun- 
gen nicht unterbrechen wollten« 

Die Darstellung der Summenausdräcke iur zusammengesetzte Ret« 
hen, die wir in der 6ten Abhandlung $.111« u« ff. gegeben haben« beruhet 
mit auf den positiven Unterschieden der einfachen Functionen« Für dieje- 
nigen Fälle« wo die Unterschiede der Potenzialgröfsen nöthig werden , las- 
sen die dort gegebenen Darstellungen eine Umformung zu« die in man- 
chen Fallen auf sehr einfaohe Ausdrucke fuhrt« Diese Umformung wird 
dadurch möglich« dafs wir die Unterschiede der Potenzen auf die Sum- 
men der Verbindungen mit Wiederholungen , wie wir in unsern „For- 
schungen im Gebiete der Analysis $. 35« pag« 84 No. 74." geneigt 
haben« zurück fahren können« Dort haben wir nachstehende allgemeine 
Gleichung gefunden: 

1309. * r y v = 1.2.3. ...rSC(p—rjy 9 y + Aar, y+2*vr, .... y+r Ajr)(Ax) r . 
Das Zeichen SC zeigt die Summe der Producte an, welche entstehen« 
wenn aus den Elementen y 9 y + a x, y + 2 ax, . . • • y + r ax zu j>— r Ele- 
menten die Verbindungen mit Wiederholungen gebildet werden« 

Nach diesen Bemerkungen haben wir folgende, zur Einführung nö- 
thige specielle Fälle« wenn statt r ailmahlig die Werthe 1.2.3««. gesetzt 
werden: 

A yp ss SC (p— 1; y, y + *x)*x 9 

A 2 yr = 1.2SC(p — 2; y. y+Ax, y+2A*) (äx)\ 

**yr s 1.2.3SC(p—3i y, y + Ax 9 .... y +3a*)(ax) s , 

a*^ = 1.2.3.4 ££'(/*— 4; y, y + Aa?, .... y + 4Aa?)(Aa?)\ 

Wird nun in den vorstehenden Gleichungen y = {x + n a x) und dann y = x 
gesetzt« und in die $. 111. u. IT. gegebenen Summenformeln eingeführt« 
so erhalten wir aus (492.) folgende Gleichung : 
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611. a*.(f+(a?+A^a x+Al + — +(a?+»A^(f + ^ 



a 



-SC(p-l; x,x+&x)] 
+ ± - 2a 2™*^* )t [SC(p-2-,x+n*x,....x + (n+2)*x)a n *' 

-SC'(p-2; x,.... x+2*x)] 
+ i - 2 - 3aX+i ^ t*?¥-[SC'{p-3;x+n*x>....(x+(n+Z)*x)a n ** 

-SC(p-S; x, ....x+3*x)] 

Aus (494.) erhalten wir: 

612. x p .c?-(x+*xy<f + **-\ \-(x+n&xya* +n * x 

= ~^i to + » A *)" ° (B+I)A * + *"] 

4-° I+AxAa! [SC'(p-l; aJ + wA^ar+Cw+^A^a" 4 ' 

(a a M"*) 

-SC'(/»-l;«,a;+Aa;)] 

_ i . 2 a*+ 2 ^(A xy s c , _ 2 aJ + MAa . a . + („-|-2)Aa?)a n4 * 

(o^+l)' L 

-SC(/>-2; a:, .... aj+2Aa?)] 

^2.30»+^^)' [ggfa-S; a;+»Aa? > ....a; + 0» + 3)AaOa- A * 

(<***+ *) 4 

-SC(/>-3; *,.... x+3aoj)] 

Aus der Gleichung (495.) erhalten wir: 

613. x"a'-{x+*xy.a' +£u + (x + « a xy a x+nA * 

_^-^±-[SC(p-l;x + n*x,x + (n + l)Ax)a n * x 
(1 + <,*')* 

-SC(p-l; a,x+Ax)] 

1.2 h»+«a»(a^ [g C' ( p - 2 ; aj + »A i r,....ar+(»+2)Aa!)a- A * 
T (1+a**) 1 

-SC'(p-2;a;, ....x+2Aa;)] 

_ !_. 2 . 3 a«+^ ^ rg C > ( 3 . x + (|Aa ., .... 3.4. (« + 3)a x)a^ 

-SC(p-3; x,....x+3&x)] 
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Aus (496.) erbalten wir: 

614. ^.o x -(o; + Aa;) p .a^+-(a;+»Aa!) p .a* +,,At 

. a x (&x) 

+ SC(p-l; x-2*x,x-*x)] 

+ SC'(p — 2; x — S&x, ....x—ax)] 

+ - (i + a ly [SC ; (p-3; x+{n-9)*x,....x + n*x)af>*'»' 

+ SC'(p— 3; <r — 4aa?, x — ax)] 

Aus (497.) erbalten wir: 

615. a?.a*-(a?+AaO*a x+A *+ (a^HAa?/«**"' 1 " 



a 



X 



[(x + n*xYcP+v Lx -(x--*xY\ 



1 + a** 

— jSC(/> — 1; o;-2Ä^jr-Aaj)] 

"" (l + a4 9 [ gfCr (/ ? - 2 ^ + ( ,> - 2 ) A ^"- a? + WAJ ) a(, " fl)Ax 

— SC(/> — 2; # — 3&x, .... a?— aoj)] 

Macht man von den hier gefundenen Formeln auf specielle Fälle Anwen- 
dung 9 so wird man auf einfachem und leichtem Wege zu denselben Dar- 
stellungen geführt, wie sie §. 114. mitgetheilt sind. 



§. 142. 

Auf dieselbe Art, wie im vorhergehenden §. geschehen, lassen sich 
die Summenausdrücke für Reiben, die aus Kreisfunctionen und Potenzial- 
gröfsen zusammengesetzt sind, in andere umformen. Aus (526.) erhal- 
ten wir: 



= + 
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616. a?smx+(x+&xY$in(x+&x) + ""+(x+n&x) p sm(x+n&x) 

+ 2 a (sin^Aa?y ^ C ^"" 1; x + ( n +i) AX > x + (n + 2)Ax)s\n(x + (n + l)*x) 

— SC'(p — 1; a?, a; + a a?) sin <r] 

— SC'(p — 2; a?, .... x + 2Aa:)cos(a; + £ ax)] 

— SC'(p — 3; ar, .... a: + 3Aa;)sin(a; + Aa?)] 

Aus (528.) erhalten wir: 

617. a^sina; — (a?+Aa;) p sin(a:+^^) + ,, --±(iP + w^^) p sin(a; + »Aa?) 

(a? + (n+i)Aa?y ) sin(a? + (n + -i)Aj;)+a^8in(a? ~\ 

2cos£Aa? 

±SC'(p — 1; x, a;+Aa;)sina:] 

± 2 , i ( ; 2 / s A ^ 

±SC'(p — 2; x, .... aj + 2Aa?)sin(a?+^Aa?)] 

Aus (530.) erhalten wir: 

618. a?sinx — (x + &x) p sm(x+Ax) + '"-±(x + nAxY'sin(x + nÄx) 
__ (a; + wAa?)P8in(a; + (n + i)^a?)+(a? — Aa?)^8in(jj — |ax) 

~~ — 2co8£A<r 

+ -H17 \ — n? [SCTp — 1: # + (» — 1)a#. aj+»Aa?)sin(a?+wAa?) 

+ SC(p — 1; a? — 2Aa?, a? — Aa:)sin(a? — Aa:)] 

± 2 a (cos* a xf t 8 C ( p ~~ 2 ; ^+(»~2)A^....a: + wAa;)sin(aj+(»-4)Aa:)] 

±SC'(p— 2; a?— 3Aa?, .... a? — Aa:)sin(a: — f asc)] 

Auf die in diesem und dem vorhergehenden §. mitgetheilten Summenglei- 
chungen wurde schon in den §.111., 112., 113. und 120. hingewiesen. 

Ganz auf dieselbe Art lassen sich die Summenausdrücke der Reihen, 
welche aus den Functionen des Cosinus und Potenzialgröfsen zusammengesetzt, 

23* 
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und die in §. 122. mitgetheilt sind, umformen. Da sie nichts Neues bieten, 
so übergehen wir ihre Darstellung. 

§. 143. 
Wir theilen noch eine Gleichung mit, um Summenausdrücke für 
einfache Reihen, deren Glieder mit positiven Zeichen verbunden sind, mit- 
telst der positiven Unterschiede der Functionen aufzufinden. Wir gewinnen 
sie dadurch, dafs wir in der Gleichung 130. §.26. n statt m setzen, wo- 
durch entsteht: 

Xu = *+f A* + "(*-*> *%+.- + A"JTo- 

Vervielfachen wir diese Gleichung mit a" 1 , und berücksichtigen, dafs 

A~ A r A|j = A r ~ X {) 

ist, so gewinnen wir durch Umstellung des ersten Gliedes der rechten Seite 
auf die linke: 

A-i Y A-i Y — *>Y 1 n ( n "~ *) ft Y i «(»-<)("- ^v , .. ■ A *-i v 
a A n — a A = »Ä H j— 2 — A -*oH 123 * A,iT ,M, T Ä -*<ij 

da ferner nach (350.) 

a"" -Y n — a~ X {) = -X" +-3fi+-X 2 + ,,,, +-X w -i 
ist, so führt die Vereinigung der beiden letzten Gleichungen zu folgender 
Summen-Gleichung : 

619. X + X l + X* + :.. + X^ 1 

= «A(ji j— ^ — A -*«H 123 Ä||-t--»*+A -Au. 

Diese Gleichung läfst sich sehr gut zur Summirung solcher Reihen ge- 
brauchen, worin die negativen Unterschiede der erzeugenden Functionen 
nicht auf kurze oder brauchbare Darstellungen führen, wohl aber die posi- 
tiven Unterschiede. 

Eine Anwendung dieser Gleichung machen wir auf die Summirung 
der Potenzenreihen. Zu dem Ende setzen wir X () = x p . Dann entsteht 

620. o?+(x + &xY+(x+2axY + t-(x+(n — i)&xY 

=» narH j—s — AarH f o 3 a ar + »--- + A ar. 

Die Unterschiede der Potenzialgröfsen führen bei grossem /? auf weit- 
läufige Entwicklungen. Führen wir, um dies zu verhüten, statt der Unter- 
schiede die Darstellung der Summen der Verbindungen mit Wiederholungen 
nach (609.) §.141. ein, so erhalten wir: 
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621. x p +(x+ax¥+(x+2*x)" + r (x + (» - 1 ) a xf 

= n.x?+ * "~ SC(jg — l;g, a?+Aa?)Aa? 

+ »(»-i)(»-2)( n-3) S(r(f _ 3; ^ «? + a«, .... a:+3AaO(4a;) 3 
+ w(n ~ 1) ' ,,,(w ~ 4) -SC(^-4;a;,a+Ag ; ,.... a ;+4Aa;)(Aa;) 4 



Diese Gleichung hat den Vortheil, dafs x und i« unabhängig von einander 
sind. Wird a a? = 1 , so erhalten wir : 

622. x p +{x+l)>'+(x+2) 1 ' + »» + (x+n-iy 
+ «C5 = !^LzS S c?Cp-a;« > «+l,»+2) 



und hieraus, wenn x = 1 , a <r = 1 und /> = 1 gesetzt wird, 

1 +4 +ö + •••• + » =»i j-g — — — i^g — » 

l* +y+ y+..-.+n» = n+3.^^+ n(n ~ < > ( "~ 2) , 

n(n— i)(»-2)(n-3) 



+ 



623. 



1 . A O 



j-in w,, "( n — 3) i n ( n — l). •..(»■ 



4) 



65 ft....(n — 3) j5 n(n— l)....(n-4) w(n — l)....(n 



-5) 



u. s. w. 



Die Gleichung (619.) läfst auch Anwendungen auf die Summirung 
der Logarithmenreihen, die im Wesentlichen schon §. 46. mitget heilt sind, 
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so wie auf Reihen , die durch Kreisfun ctionen entstehen, zu, deren specielle 
Darstellung wir aber nicht weiter mittheilen. 

Wie wir die Gleichung (130.) behandelt haben: so können wir auch 
die Gleichung (30.) §. 5. 

x n = c*x ( ,- y^- l Xo+--(--rx l) 

behandeln. Wird diese Gleichung mit £~ l vervielfacht, so entsteht : 

Wird der Ausdruck (— ) ,I ^~ 1 -X„ von der rechten Seite auf die linke gebracht, 
so entsteht: 

Ist n ungerade, so wird n—\ gerade, und dann geht die vorstehende Glei- 
chung in folgende über: 

Da nun aber nach (351.) 

1£- l X K +S- l X„ = Xi-Xt + X,-. ••• + *._, 
ist, so ziehen wir hieraus folgende Summengleichung für Reihen, deren Glie- 
der mit abwechselnden Zeichen verbunden sind: 

625. X { ,-X t +X 2 + X n _ t 

Ist aber n eine gerade Zahl, so wird /?— 1 ungerade, und dann erhalten wir 
durch Veränderung der Zeichen: 

und hieraus, da nach (352.) 

Xo-X, + X 2 x Ä _, = -f-'x.+t-'x;, 

ist, 

626. X ( , — Xi + X 2 — • • • — X„ _i 

= »ui j-g — b-AoH T^~3 ' •••• — t, A<j. 

Die Gleichungen (625.) und (626.) zeigen, wie der Summenausdruck für 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, aus den 
positiven Aufstufungen der erzeugenden Functionen gefunden werden. 

Die Gleichungen (619.), (625.) und (629.) lassen sich endlich auch 
zur Auffindung der Summenausdrücke zusammengesetzter Reihen gebrauchen, 
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wenn man statt X eine zusammengesetzte Function setzt, und mit ihr die an- 
gezeigten Geschäfte vornimmt. 

§. 144. 
Die Ausfährung der so eben gemachten Bemerkung wird uns einige 
weitere Darstellungen von Summengleichungen bieten. 

Die Gleichung (619.) erzeugt, wenn XY statt X gesetzt wird: 

X {) Y {) -\-X x Y x +X 2 Y 2 + •*"+-X n _ 1 y„_i 

= nXY+ "(*-*> A (xy) + ^^~ 2 ) ^(xy )+ ,... + ^(jryj, 

woraus dann, wenn die entwickelte Darstellung aus (307.) statt der ange- 
zeigten positiven Unterschiede eingeführt wird, folgt: 

627. X l) Y {) +X l Y l +X 2 Y 2 +..~ + X n _ l Y^ 1 
= nXY+ "fr"') (X&Y+aX.Y % ) 

+ >>(n 7 i l%" 2 \ x^Y+2^X.^Y 1 + A 2 X.Y 2 ) 



Setzen wir in (625.) und (626.) XY statt X und führen dann die entwickel- 
ten Darstellungen statt der angezeigten positiven Aufstufungen nach (280.) 
§.58. ein, so erhalten wir für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 

628. X Y i) —XiYi+X 2 Y2— •••• + -X„_i Y n ^ t 

= nXY- n( *~ <} (X^Y-tX.YJ 

+ n(n ^ i i l%^ 2 h ^2VY-2AX^Y+^ 2 X.Y) 



für eine Reihe von gerader Gliederanzahl aber: 

629. X Y li -X l Y 1 + X 2 Y 2 -"— — X n _ l Y n _ 1 

= nXY- w( ^ 1} (X^Y-aXo.Y») 

+ n(n ^ i i l%~ 2 \ x2^Y^2^X l ^Y+^ 2 X.Y^ 



Die Gleichungen (628.) und (629.) unterscheiden sich nur durch das letzte 
Glied im Summenausdrucke von einander, das in der einen positiv in der 
andern negativ wird. 
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§. 145. 

Wir theilen nun noch Summengleichungen für Reihen, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit, die sich auf die positiven 
Unterschiede der erzeugenden Functionen gründen, und benutzen hiezu die 
Idee, die wir schon oben §. 83. angegeben haben. 

Nach No. 351. §. 73. gilt für eine Reihe, deren Glieder mit abwechseln- 
den Zeichen verbunden sind, und die eine ungerade Gliederanzahl haben, 
folgende Gleichung: 

x i) —x l -\-x 2 -—x 3 ""-\-x n = ^" l x n ^. 1 '\-^r 1 x ii . 

Nach (352.) desselben §. ist für eine von gerader Gliederanzahl: 

X i) —X l -\-X 2 —X 3 -\-"" — X n = — b 1 -X«+i + b 1 X<}- 

Werden nun die negativen Aufstufungen der Functionen, die den Summenaus- 
druck erzeugen, nach (342.) §.71. entwickelt, so gewinnt man, wenn m = l 
und X n+l statt X gesetzt wird, folgende Gleichung: 

£ a. +1 = — 2 - r—+—2> * 

wenn aber unter denselben Bedingungen für m die Function X unver- 
ändert bleibt: 

5-_i v X AX , A*X 

i Au = T- -2*- + "2i 

Werden diese Werthe statt der Aufstufungen in obige Summengleichungen 
eingeführt, so gewinnen wir für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl fol- 
gende Summengleichung: 

630. Xi) — X l + X 2 — X$ ••••-}- Xt 

— -X*-H aX w +i A'Xn+i . X AX A 9 X 

"" 2 2* "*" 2' h 2 2 9i ~ 2 5 

für eine Reihe von gerader Gliederanzahl aber: 

631. -Xj> — X x -\-X 2 — -X^«"« — X H 

Xn+i AX tt+ i a 9 X ä+ i , X aX . a'X 

H s» '•• + -JT — -öt + ~ö« 



....- 



• • . • 



~ 2 2 8 ' 2* '2 2' 

Das letzte Glied der Summenreihe stimmt hinsichtlich des Zeigers mit den 
Gliedern der ersten Reihe im Summenausdrucke nicht überein. Zählen wir, 
um diese Übereinstimmung herbeizuführen, in der ersten Gleichung X n+1 ab, 
in der zweiten zu, und setzen zugleich n — \ statt n: so erhalten wir aus 
der zweiten für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl folgende veränderte 
Summengleichung : 
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0%f Jam J^o '"™ P **l m T* ^** "■ mm • • • • """ **» 

— • "2" T "2*^ ~ ""2»~~ • • 2"""""!F" ■ "2*"""""'" *'*' 

aus (630.) aber, für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 

ö*f «#• J41 ■"■ J&i -y - JK, — • • • • • •— J&g 

X» AX. , A*X n ,X &X,A*X 

!• t~53~"~ ••••*+• 9 ?ri""5r*" 



2 2* ^ 2 a r 2 2» T 2' 



• • • • 



§. 146. 

Obschon in der fünften und siebenten Abhandlung im Wesentlichen 
die Summenausdrücke aller summirbaren Reihen, deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen verbunden sind, aufgefunden und dargestellt wurden, 
oder doch der Weg zu ihrer Auffindung und Darstellung angegeben ist, 
so glauben wir doch von den beiden hier gefundenen Summengleicbungen 
einige Anwendungen machen zu dürfen, da sie uns auf neue Summenaus« 
drucke fuhren, die wir am fuglichsten hier zusammenstellen werden« 

Wir wenden vorerst die beiden Gleichungen auf Summirung der 
Potenzenreihen an, und setzen zu dem Ende Xsso^. Hiernach entsteht 
aus (632«) für eine Potenzenreihe von ungerader Gliederanzahl : 

634. x p — (ar + Ajr)P + (a? + 2Aa?y— .. .. + (a?-f/*Aa?) p 

(x+nAx) p . A(x+nAa?) p A a (a?-fnAjc) p 



• • • • 



2 t 2 * 2» 

und für eine Reihe von gerader Gliederanzahl, aus (633.): 

635. x p — (x + &xy-{'(x+2*xy— . . . .-—(x+nAxY 

(x+nAxf A(ar+nAar) p , A a (rt+nAar)* 
2 2» T 2» 



• • • • 



_L_ xP AarP _1__ ** xP I 

Stellen wir nun die angezeigten unterschiede durch die Summenausdriioke 
der Verbindungen mit Wiederholungen nach (610.) §. 141. dar, so wii 
ans (634.): 
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836. cP — (x+&xY+(x + 2**Y— .... + (x+n&xY 

Ä 2 + : W A * 

— l„i 1 jy---J s (Aar) 

i - <> o 5C'(p— 3; g-f »Aar, • ar-f (n 4-3)Aar) /A ^ 

-|- l.-C.O — — . — ^— . C Ajr A 

— f .2.3.4 Sg<P-4;*+"^. *+(»+4)a») (ax) . 

, xcP &&(p — ttar, ap+Ajp) 
_i_ * p SCfp— 2; x, x-f Ax, g + 2Ax) , vl 

-j- 1 / yJ— (AJJ . ... 

Aus (635«) gewinnen wir für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 
637. x p — (x + axY + (x + 2axY — .... - (x+n&xY 

(x+n*x)P SO(p— 1; x+wAx, x-f-(n-}-l)AT) * 

— 2 2* ** 

i j j 3C'(p— 2;ar+»Aa%....ar + (/i+2)Ag) - ^ a 

j 2 3 SC *(P— 3 * *4-" Ajp g+(ii + 3)Ag) , , 3 

4r 



• 



, £^ _ SC'jp— l;ar, ar+Ag) 
T 2 2* 

+ i. 2 SC'(p-2;j^. J1 ±2^) (a x) , _ _ # 

Die hier stehenden Gleichungen gelten für jeden Werth von x und Axp 
denn beide sind in ihrer Beziehung zu einander ganz unabhängig» Neh- 
men wir nun den einfachsten Fall an, und setzen x = und ax=1, so 
verkürzen sich die beiden Reihen um das erste Glied; die Reihe von ei* 
ner ungeraden Gliederanzabi geht in die von einer geraden, und umgekehrt, 
aber; die Summenausdriicke reduoiren sieh bedeutend, und die Reiben sind 
die Potenzenreihen der natürlichen Zahlen, mit abwechselnden Zeichen« 

Der Zeichenwechsel ist bei dieser Veränderung wohl beibehalten, 
aber das erste Glied hat nun das negative Zeichen» Dm die ursprüng- 
liche Ordnung wieder herbeizufahren, verwandeln wir alle Zeichen der 
Gleichungen in die entgegengesetzten, und es entsteht aus (637») für eine 
Reihe von ungerader Gliederanzahl folgende Darstellung: 
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638. l p — 2' , + 3' , — ..., + nP 

. «p , SC'(p-l ; imi+1) f SC'(p-2;w t it+tii+2) « . SC v (p-3;».... . «+3) 
= + y t 2* U 2» + 2* "" '•• 

4n SC'( P -2 >,i,2) ±<<t9 W(p-3;l t 2,3) 



SC'(p-l ; 1) 

T O* 



2» — 2» ' 2 

für eise Reihe von gerader Gliederanzahl: 

639. f— 2"-f3 p — 4 P + n p 

nP SC'(p-t ; m, ,«+l) , . -SC'(p-2; w, irf 1, » 42) 4 n , SV(p-3: n n +3) 

=s —ö- gT h »•-* 2» 2* r— • 

SC' (p-1; l) SC'(p-2;l,2) . 1?? SC'(p -3; 1,2, 3) 

"r 2 ' 2* ' 2* —•«.« 

Für einige specielle Fälle entnehmen wir folgende Zusammenstellung, und 
zwar für Reihen von ungerader Gliederanzahlt 



'i— 2 + 3-44 + « = ^±i 



i'-^+s 1 — 4 2 h — +« a = |-+$ 

1>_2 3 + 3 3 — 4 3 + . . . . + n> =: £ + £ 



640. 






l»_2«4-3 4 —4 4 -f .... + /i« 

«* ■ i n . n 



71 

n . n 

n (/J+l) 
(,z+l)(/i+l) 



i 

4 



n 

ß+1 

/i+2 



+ i 



n 



I 



72 . n 
n ( Ä +l) 



(n+2X«+2) 



+ 4 



/z 



/i+3 



« . /i (fl-M) 

/i («+1)(«+1) 

C"+iX«+i)(*+i) 

V u. s. w. 

Eben so erhalten wir für Reihen von gerader Gllederanzahl folgende Zu- 
sammenstellung : 

n 



-I 



641. 



1— 2 4-3—4+. ...-— n ss - 

1*_ 2»+ 3 ? —4 a +. ••. — >»* = — y~J 

l>_2 3 +3 3 — 4 3 +....-/i J = — ^— i 



t*— 2 4 +3 4 — 4 4 + n* 

n . /i 



"2 






\ U. 3. W. 



72 



72 . n (t»+1) 

72 (/I+1X72+1) 



n 
*+l 


+ i 






• 


n . « 
n (n+i) 


+ * 


n 
«+1 


T 
— TL 


(/i+1)(/i4-1) 




n+1 




+ * 


n . n 

» («4-1) 

• • 

• • 


-♦' 


n 

m 
• 

• 
• 




• 

("+2X* 


• 

+2) 




• 

ä+3 



+1 
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f. 147. 

Eben so littst rieb mittelst der Gleichungen (632.) und (633.) eine 
Anwendung auf Suminirung der Reihen, die durch Nennerfacult&ten erzeugt 
werden , und deren Glieder duroh abwechselnde Zeichen verbunden sind, 
machen, und die hier um so eher ihre Stelle finden mögen, da ihre Sern- 
mirung im Frohem noch nicht ausführlich mitgetheilt, und im f. 139« 
nur berührt wurde» 

Zu dem Ende setzen wir X = ^ • Hiernach erhalten wir aus 

(832.) für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl folgende formelle Dar- 
stellung: 

i i + i i 



1 . . * , .* i 



l I A *• I I A * ' 1 1 



und für eine Reihe von gerader Gliederaazahl folgende: 

1 1 , 1 1 

5^ (*+AaO" Ax " t "(*+2A*y lAX ••" (»+»A»/ |AX 






• • • • 



• • • • 



Die positiven Unterschiede der NennerfaeuttSten, deren Darstellung die 
SiimmenausdrSoke der vorliegenden Reihe verlangt, entnehmen sieh ans 
der Gleichung des $. 30., wenn dort y«=x + /iAx und dann y«* ge- 
setzt wird. Hiernach entsteht: 

1 ^ p.Aap 

A (*+i,A«y" A * (*+l,A*)p+ 5 T5 ^, 

l ._ j.(r+t)(;>+2)(**)' 

A (*+»A*/ ,iU (x+nAxf*- 114 * » 
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und 

1 mmmm pAx 

A i _J p(p+l)(Ax)» 

Ä 3_J Pfr+lKp + gX*«)' 

a?HAx -" af+3|A« ' 

4 « _ P (p + 3)(A*)> 

Die Einführung der vorstehenden Werthe erzeugt folgende Summenglei- 
drangen, und zwar für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 

1 1.1 .1 



Ü2. «iax — / • . „vpiajc i * i n.sFT&x — •••• + 



X 



(ar+Ax/ 1 ** ' (x+2AxY** x r (x+nAx/^ 



1_ pAx p(p+l) (Ax)* 

™ 2(x + *Ax/ |A * ^x+hAx)*" 11 ** 8(x+*Axy* 2,A * 

I * ■ P*g l P(P4"1)(AX)* 

"■ 2x*>lA* T"4arP+ l IA Jf ■ 8xP+ 2 Ia* 

for eine Reibe von gerader Gliederanzahl folgende: 
«43. * * * 



• • • 



• • t 



• r 



x* 1 ** ( Ä +Äaf ,AX ' (x+2Ax)* |A * (x+*Ax)' ,A * 

i_ j Mf . p(p+l)(&x)* , 

2(x+nAxf , ^^2*(a ? +nAa ? )H-MAxT- 2s(x+wAx)P+ 2, A *-r--- 

* ■ P** i pfp+l)(Ax)* , 



Obgleich die Reiben des Summenausdrucks unendlich. sind, so lassen sie 
sich dennooh zur Auffindung desselben sehr gut gebrauchen, wenn p und 
x grofse Zahlen bedeuten, weil dann die Reihen selbst sehr stark conver~ 
giren, und einige Aufangsglieder hinreichen, um den Werth des Summen* 
ausdruckes erschöpfend darzustellen. Ist die Summenreihe selbst unend- 
hob grob, so glebt die zweite Reihe den Summenausdruck an. 

Berücksichtigen wir nun, da(s je zwei Nachbarglieder in der Sunw 
menreihe (643.) in der vorstehenden Ordnung unter folgender allgemein 
nen Form enthalten sind 2 

1 1 Ax 

wenn r eine gerade Zahl bedeutet, und fahren diese Darstellung statt je 
zweier Nachbarglieder in die Torstehende Reihe (643.) ein, während wir 
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bemerken, dal* dann die Gliederanzahl der Reibe auf die Hälfte ~ herab- 
sinkt, und setzen dann «£=**: so wird *ss2£, und es entsteht folgende 
Darstellung : 

Lx - AjT , AJP | | Aar 

£*^ + (*+Aa/ +1, ^^(^^ 

_ 1 i P Ajg i p(p+*)^^) a , 

2{x+2kAwf ] ^^2 z (x+2kAx)^ ll ^^2^x+UkAxf^ 2 ^^ ttmm 

1 i P** . p(p+l)(^*) a , 

2xP*** *2*xP+ l l* x ' 2*xP+ 2 i* r T«... 

Setzen wir hierin p — 1, statt /> und messen mit ajf, so erhalten wir fol- 
gende merkwürdige Reihe, mit ihrem Summenausdrucke: 

**A i JL—l—M i L 1 

i ^4. g^i . (p-l),(**)> _. 

. L p-^1 ■ (p-l)p(Ag)» ■ (p-l)p (p+l)fAg)» , 

Diese Gleichung giebt eine zweite allgemeine Summirungsweise für die 
Reihe, welche die königliche Akademie zu Kopenhagen zum Gegen- 
stande einer Preisaufgabe gemacht hat, und auf die wir oben §• 140. ver- 
wiesen haben» Man erkennt, dafe die vorliegende Reihe für alle Werthe 
von x, Aar und p gilt, ausgenommen für den Fall, wenn />= 1 und jr = 
ist. Ist p 5= 1 , so mu(s die Summe der vorgelegten Reibe auf die oben 
$• 140. angefahrte Webe gefunden werden. 

Die Verschiedenheit des No. 602. aufgefundenen Summenausdruckes 
von dem hier mitgetheilten füllt zu deutlich in die Augen, als dafs es sie 
besonders hervor zu heben nöthig wäre. 

$. 148. 

Endlich theilen wir noch eine Summengleichung für Logarithmen- 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit. 
Wir gewinnen sie, wenn in (632.) X=logx gesetzt wird. Dann ent- 
steht für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 

645. logjp — log(x + A ^) + log(x4-2Aar) — .. • . + log (x + n a x) 

log(x+/iAjc) . Alo*(d?-J-ftA4») A* log (x -{- n A x) , 

2 ~ 2* 2* • * * 

log x Alogx , A* logx 



02 



2* 
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für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aber aus (633*): 

646* logjc — log(ap-|-Aap)+ k>gO-J-2Ajr) — . . . . — log(x + n ajp) 

— ley(a?4*wAjp) A log (ap-f"jt A a») , A a loß'4?-4~" A 3 r ) 

■ logar A loyjc , A* loga? 



• • • 



2 2 a ' 2 J 

Ist n und a? eine nicht sehr kleine Zahl, so eonvergiren die Unterschiede 
der Logarithmen, wie wir $. 36« gesehen haben, sehr schnell, und dann 
reichen oft einige Anfangsglieder des Summenausdruckes hin, um den 
Werth der Summe erschöpfend darzustellen. 

Die (632.) und (633«) aufgestellten Summengleichungen lassen sich 
auch auf Kreisfunctionen anwenden« Eben so lassen sie sich auch be- 
nutzen, um zusammengesetzte Reihen, deren Glieder mit abwechselnden 
Zeichen verbunden sind, mittelst der positiven Unterschiede der einfachen 
Functionen zu summiren* 
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15. 

Über die Gaufsisehen Formeln zur näherungsweisen 
Berechnung eines bestimmten Integrals. 

(Vom Herr« Professor Dr. Schellbach sn Berlio.) 



mm 



f. 1. 

Mim Berechnung des bestimmten Integrals 

f Fx.dx 

mögen n Werthe der Funetion Fx beliebig gewählt werden können, z, B. 

F(a+ab) 9 F(a + ßb) f F(a + yb), F(a+v4) 

Diese Werthe raultipliciren wir entsprechend mit A % B 9 C, . . * . N f und 
bilden die Summe 

AF(a + ab) + BF(a + ßb)+CF(a + yb) + + ivF(o + vb), 

in welcher die 2/2 Greisen a, ß, 7, .... y und A, B 9 C, . . •• N so be- 
stimmt werden sollen, dafs die Differenz 

A = f a ^Fx.dx^2b[AF(a+ab) +BF(a+ßb) +CF(a+yb) +....+ NF(a+vb)] 

J 4M*— Q 

so klein ab möglioh wird. Diese Differenz läfst sieh immer in eine oon« 
vergente Reihe nach steigenden Potenzen von b entwickeln, da die Grenzen 
der Integration beliebig klein angenommen werden können; denn weitere 
Grenzen lassen sich durch stückweise« Integriren auf engere zurückbringen« 
Nach dem Maclaurinsohen Satze ist 

fL Fx ' dx = 2 K F0 + O3-^ + I^O--ä : ^ + ----)> 
folglich, wenn man auch die vorgelegte Summe nach diesem Satze ent- 
wickelt, sie ron der Entwicklung des Integrals abzieht und den Rest durch 
2 dividirt, 

\b = 4(1— A— B— C — — N)Fa, 

- b*{ + «^+ßB+ 7 C + + vtf)^. 

+ ^a-a^-ß'B-yC- _„'*)*£ 
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Oa diese Reibe convergent ist, so wird der Fehler A am so geringer sein, 
je mehre von den ersten Gliedern der Entwicklung versohwinden. Man 
kann nun die In ersten Potenzen von b dadurch vernichten) dafs man 
ihre CoefBoienten gleich Null setzt; "auf diese Weise erhalt man zwischen 
den In Unbekannten A t S, C f . . . . N und a, ß, y, . . . . v folgende 
In Gleichungen: 

1 =s A+ B+ C + \- JV, 

b &A+ 0B-J-7C + ....+ vNy 

$ = a t A + ß i B+i l C + .... + v i IV 9 

« a , -rf+ö 1 B+7 , C+.... + v , iv-, 



m*tf**A+QF*B-W*(H + tf»- l N. 

Der noch bleibende Fehler ist 

Ä — 3.4.5....2n\2^+i Äft ^T^"~ 3.4.5 ....2n+l 2a * •■&?&••*"-» 

wo wir uns, der Kurze wegen, des Summenzeiohens bedient haben, des« 
sen Kraft sich auf die Elemente a und A erstreckt« 



Die Elimination der Gräften a, ß. 7, . . . . v aus den obigen Glei- 
chungen kann auf verschiedene Weise geschehen ; wir schlagen dazu fol- 
genden Weg ein. Es sei 

Dann ist. wenn m eine positive ganze Zahl, kleiner als n. bedeutet. 



'v^-v*»- jgS.c-'-i)", 



sobald nach der Differenziation für jc die Grenzwerthe gesetzt werden« 
Für x = 1 ist aber ein solcher DiflPerenzialquotient immer Null, da er noch 
den Factor x 2 — 1 enthalt; und für x as ist er auch Null, wenn i und 
m entweder beide gerade oder beide ungerade sind« Fuhrt man die Inte- 
gration wirklich aus, so ergicbt sich also, dafs in diesen Fällen: 

Multiplicirt man nun die A-f-l*te der obigen 2 n Gleichungen mit p f die 
n — lste mit «7, die n — 3te mit r u.s. w., und addirt dann alle so ver- 

Ciclle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft.2. 25 
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wandelten Gleichungen, so ergiebtsich links Null und rechts *2>Ajr— (a 7 — 1)\ 

Verfahrt man auf gleiche Weise mit den Gleichungen (fl+2), (")> ( n — 2), • •••> 
ferner mit (^+3), (rc + i), (« — 1), • ..♦, und sehreitet so fort, bis man 
endlich die Operation mit der letzten tvleiohung beginnt , so bereitet man 
sich folgende n Gleichungen: 



O^Stf^Actf-l), 



aus denen die Elimination jeden der n Differenzialquotienten • 

^(* 2 -l)-, g^Cß 1 -!)", ^(7 J -1)% .... fef-VT 

gleiob Null ergeben muls; wie leicht in die Augen fallt. Dieses Resultat 
zeigt, dab a, ß, 7, . . . - v die n Wurzeln der Gleichung 

sind» welche, wenn je* von seinem Factor befreit wird, diese Gestalt animmt: 

«(n -l)jc"- 2 w(n-lX«-2Xn-3)*"-» ■ n(n-l)(jt-2)(w-3X«-4X»-5)ag"~« _ A 

^""1.(211-1)2 1.2(2n-l)(2n-3)2» "*" 1.2.3(2n-l)(2it-3)(2«-5j2» — .••— 0- 

$• 3* 
Hie aus den n ersten Gleichungen in §. I. die Gräften ji,B y C, ... 
... IV bestimmt werden, ist bekannt; z. B. zeigt es auf eine einfache 
Weise Caucby in seiner algebraischen Analyst*. Bezeichnet man die lin- 
ken Seiten dieser Gleichungen 1,0, §, 0, • +* • entsprechend durch Jt oy 
k 19 k 29 tj, ••• • , so findet mau z. B. 

(a-j»)l«-y)(«-*)... # (si_ii) ' 

wenn nämlich die Multiplicationen im Zähler wirklich ausgeführt und an 
die Stelle der Exponenten von k die entsprechenden Zeiger gesetzt wer- 
den« Bezeichnet man -rr— (ar — 1)" durch (f>x und -J^ durch <P'x, und 

das Setzen von ar=a in diesem Differehzialquotienten durch <p'a, so über* 
sieht man bald, dals sich die Werthe von A, B f C 9 . . . • TV in dieser Form 
darstellen lassen: 

A =wtfy**'> »-i59/>»»fc c =5^/>"»h ... 



•••• ""SS*/!* 1 '**' 
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wo unter den Integrationszeichen aber die Integrationsbuchstabeo nicht 
verwechselt werden dürfen, was in andern Fallen erlaubt ist« 

Die Berechnung dieser Größen läfst rieh nach 6 aufs noch etwas 
vereinfachen» Es ist nämlich 



/>•»— /:^=F*r 



für x==a; denn die Differenz <py — (fix enthält den Factor y— *, also 
nur positive Potenzen von x > und <Px wird für x = azu Null, wodurch 
dann bei der Division <py nur den Factor y — a verliert« Ferner ist 

1-4- ä" 1 
Multiplicirt man also <px mit log |_yi > °^ er m * t ^(jr 1 ^ fx"*+ i*~ 5 +....)f 

so werden in diesem Producte alle Potenzen von x mit negativen Expo» 

nenten durch dieselben Potenzen dieser Grobe in dem Integral J -22L dy 

aufgehoben« da auf der linken Seite der letzten Gleichung x nur mit po* 
sitiven Exponenten erscheinen kann; behalt man daher von diesem Pro- 
ducte nur die Potenzen von x mit positiven Exponenten bei, und setzt 
dann für x nach einander a, ß f 7, . •.. v, so findet man die Zähler der 
Coeffidenten A y B, C> • . . . IV. Daß» bei diesen Coeffidenten der erste 
dem letzten, der zweite dem vorletzten u. s. w. gleich sein muls, ergiebt 
sich einfach aus dem ersten Werthe für A in §. L, wenn man -J-ä mit 
— b vertauscht« 

Berlin, im Juli 1836. 
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16. 
De tabularum fonctionum hyperbolicarnm constructione. 



V/H. Gudermanni disqoisitiooiboa aatis apparet, froctiooom bjperbolicanim osum ad tbeoriam 
fuoctioonm dlipticarom atiasque aualjseoa parte« ooo solom esse etilem, sed etlam saepiea ne- 
cessariam, maxime quam faoctiones trigoooraetricae formutas analjticaa imagioarias praebeaat, 
alqne eYoliitiooea logaritbmicae aot Beriet mioime coorergeotes e?ilari debeaatnr, At re*wa iu- 
tegralinm ellipticarom et secuudae et tertiae speciei sicuti ipsarum fuoctioonm e?olntionea, pro- 
gredientes secnodmn fonctiooes bjperbolica* maxima coo?ergnnt (cf. dissertatiooem DL Guder- 
manni diar. Tom. 14« ). Ut aotem applioatio bojus faociionum geoeria militatem in Totis babitam 
proferre possit, computari debent tabolae, ex qnibaa ralorea fuactionum ipsarum aal earnm la* 
garitbmorum eligi posaiat. Qoainro maximam partem tabnlaram edidit iamiam ante aliquot aa- 
Doraai CIL Gudermannus, quas ioYeuis impresaae fioe ejus operia praeatantiasimi aub titala: 
„Theorie der Potenzial- oder cyk lisch -hyperbolischen Functionen, Berlin^ bei Reimer " 

Haecce tabulae eootioeat siuuum, cosiounm taogeotiumque bjperboliearum logaritbmoa 
omoium areuum, qui limitem nnmeri 2 excedanL Praeterea operia anpra commemorati aictar 
conipntavit tabnlam fooetioni8 y qoae traosgressum ab aao faiiclionom potentialiom genere ad aU 
terom et ?ice ?eraa forma reali poasibüem facit, at quam roofigoratioaegqp desigoat, ita at ait: 

top 8ss logtaog^n-f Jy). 
Quamquam boc modo yalores funetioaum bjperboliearum tabuiis trigonometricis posannt ia?eoiri, ta- 
meo mihi videtur anlieft ob crebrietatem applicatiooia usnm fbadiooia 8qp aemper eritaro et primam 
qooque partem tabularum faactiooem bjperbolicanim computare, nt babeamos tabulas completaa 
l'aacüoaam, qoae laofam ntilitatem aoaljai et prardpue tbeoriae fooetioaum ellipticaram adferuot 
Qoamobrem suseepi opus, qood niioas oblectatiooem sdentiae dal, aed eo magig otilitati eriU 

Patati Tero utile aeeuodom senteotiam CIL Gudermanni iaitio bujas partia tabolarum 
mutationem facere , qua iaterpolatio facilior redeatar. Namqae notum est , ordioum snperioram 
difierentiaa ia tabuiis trigooometriYis prima parte majores esse, qnam nt iieceasariam interpo- 
landi cooimoditatem permittaot, qood primo adspeeta eatia apparet. Baadern iacommoditatem 
obyiam ?eoit constrneodis tabuiis logarithmo-bjperbolide, Quamobrem noa fuactiooom Ioga- 
ritbmoa sed faoctiouea ipsas Computern, arra minore qaam numerus 0,5, qua in tabula tom 
perfadlitcr iaterpolari polest 9 quod ioeremeota fuoctienum ipsarum proportionalen fere suot io- 
crementis areunin, aed noa ila earam logaritbmorunu Namqae progressu 0,0001 est differeotia 
tertiae drdiois minor quam 0,00000000001, et baao ob causam usque ad oooam dectmalem 
aatia aecorate iaterpolari polest Qoae raatatio atilis qooque aaset tabuiis trigooometrids, et ?i- 
detor mirora, auetores aon esse usos hac proprietate, qao facto amplitodo tabularnm ralde eeset 
miouia. Quod autem ad tabnlam fliactionis %<p peftinet, illa aemper osoi calruli iotegralia 
multum proderit, qoamqoam erit superftoa ad iofeaieiidaa faactioaom bjperbolicaram valoree, 
aimolac fioem perdnxi operia, quod suseepi opiaiooe, eo aaaljai , qaaa bodte ad aammam calitt- 
rae gradum per?eoit 9 mollum utilitatis afferri. 

Datum Baroliai d. 4. Mail 1830. r . 

Jordann ntad. bmA. 
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16. 

Sur le magnetisme terrestre. 

(Par Mr. Simonoff, professcur & l'universitö imperiale de Kasan.) 



J_ies phenomenes que presente une aiguille aimantee succcssivement trans- 
portee en differens lieux du globe terrestre sont devenues un object prin- 
cipal d'occupation pour plusieurs Physiciens. Deja on a recueilli un grand 
norabre d'observalions importantes sur la direction et sur Hntensitc des for- 
ces magnetiques de la terre, et on a determine avec une exactitude süf- 
fisante les trois elemens d'observations presque sur tous les points remar- 
quables de la surface habitee de la terre. Ces trois elemens sont la de- 
clinaison de l'aiguille aimantee, son inclinaison et l'intensite. On peut dire 
avec assurance que la partie pratique de cette branche de la Physique est 
complete. Les instrumens perfectionnes dans les derniers tems nous don- 
nent les deux premiers elemens avec la precision d'une rainute, et par les 
methodes de Borda et de Poisson on determine avec une grande exacti- 
tude les rapports des intensites des forces magnetiques de la terre en diffe- 
rens lieux. Avec de tels moyens pratiques Mrs. Humboldt et Gay-Lussac, 
Party et Sabine, Hansteen et Er man, Duperey et Blossemlle ont fait 
un grand nombre d'observations precieuses qui pourront servir pour tou- 
jours comme des donnees pour toutes les recherches futures sur les lois de 
l'aclion magnetique de notre globe. Les navigateurs ont determine la 
configuration bizarre de la ligne oü Hnclinaison magnetique est nulle, et 
ils ont trouve que cette ligne, qu'on norame ordinairement l'equateur 
magnetique, a plusieurs inflexions dans la partie du globe oü eile passe dans 
l'Ocean Atiantique, sur la cöte occidentale de l'Amerique, et surtout pres des 
lies Carolines. 

Quant ä la tbeorie de cette partie de la Physique, eile est encore 
tres loins de la perfection. On ne connait qu'une seule formule qui donne 
la loi de l'inclinaison magnetique / de l'aiguille dans des endroits peu eloignes 
de l'equateur, quand on connait la latitude magnetique l. Cette formule de- 
couverte par Mr. Bowditch est 

tang/ = 2tangA. 

Creile'a Journal d. M. Bd. XVI. Hft 3. 26 
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Mr. Biot a donne dans son Traite de Pbysique une aulre formule 
qu'il exprime ainsi: 

. , T x i\ sin2A 

mais il est facile de voir que la formule de Biot est tout-ä-fait identique 
avec celle de Bowditch. 

La theorie de Mr. Biot est fondee sur l'hypothese qu'au centre de la 
terre il y ait un aimant tres-petit, ou ce qui revient au mäme, deux cen- 
tres magnetiques infiniment voisins, Tun boreal et l'autre austrat, dont les 
actions s'exercent sur tous les points de la surface du globe selons les lois 
ordinaires des forces magnetiques, c'est-ä-dire en raison inverse du carre 
de la distance. La difference des inclinaisons, calculees d'apres les formu- 
les precedentes avec les inclinaisons observees en Europe, montent quel- 
ques fois jusqu'ä 6 degres; mais dans l'Asie Orientale ces formules donnent 
des resultats tout-ä-fait differens des observations : c'est une preuve evi- 
dente de 1'insufGsance de l'hypothese de deux centres d'action. Mr. Biot 
a deja re mar que la mäme chose, et il a reconnu qu'un seul aimant, place 
au centre de la terre, ne peut pas satisfaire aux phenomenes. Ne pou- 
vant donc adopter cette idee simple, il a eher che de s'en ecarter le moins 
possible, et puisqu'il a trouve qu'elle represente assez bien les observa- 
tions faites en Europe (c'est- ä-dire jusqu'a 5° pres) et dans TOcean At- 
lantique, il a essaye d'y faire une modification teile qu'elle soit peu sensible 
dans cette partie du globe, et qu'elle le devienne beaueoup dans la partie 
opposee oü l'equateur magnetique eprouve tout-ä-coup son inflexion. C'est 
ä quoi l'on parviendra, selon lui, en pla9ant pres de ce point un second 
aimant excentrique, dont on peut determiner la position et l'energie rela- 
tive, de maniere ä satisfaire aux observations. Or, dit-il, en effectuant ce 
calcul on trouve qu'il suffit de donner ä cet aimant une tres petite force, 
pour faire disparaitre les anomalies qui ont lieu de ce cote du globe et 
pour aecorder les faibles inclinaisons observees dans la partie australe de 
la mer du sud avec les grandes inclinaisons qui ont lieu dans le nord de 
l'Amerique. En repartissant ainsi quelques autres centres secondaires dans 
les points du globe, ou les irregularites des declinaisons semblent les plus 
bizarres, il est vraisemblable, dit-il, qu'on finirait par les representer toutes 
avec exaetitude, aussi bien que les inclinaisons et les intensites. C'est ainsi 
que, dans le systöme du monde le mouvement prineipal, produit par 
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l'action du soleil est modifie par les perturbations quo Ies petites masses des 
planetes produisent. 

D'un autre cote Mr. Biot fait une question: Faction magnetique 
centrale est -eile reellement produite par un noyau magnetique renferme 
dans V Interieur du globe terrestre , ou n est- eile que la resultante princi- 
pale de toutes les particules magnetiques disseminees dans sa substance? 
Dans ce cas les cenires secondaires seraient delermines par quelques at- 
(ractions locales devenues preponderantes. Cette idee parait ötre la plus 
conforme ä la nature, dont les forces agissent presque par-tout d'une maniere 
tout-a-fait analogue. 

Pour resoudre la question proposee par Mr. Biot, je suppose, pour 
plus de generalite, que dans Tinterieur de la terre se trouve un aimant de 
figure spherique dont le rayon soit r. Cet aimant peut m dtre considere 
comme un assemblage d'un infiniment grand nombre d'aiguilles ou de bar- 
res aimantees infiniment petites et separees par des espaces insensibles et 
inaccessibles au magnetisme. Pour ab reger, je nomme dement magne- 
tique chacune de ces barres elementaires dans lesquelles les deux flui- 
des — boreal et austral — doivent etre separes, et je suppose que 
les axes magnetiques de ces elemens ont pris des directions paralleles 
entre eux. 

Rapportons maintenant tous les points de la sphere terrestre et de 
l'aimant spherique, qui se trouve dans l'interieur de la terre, ä trois plans 
des coordonnees rectangulaires dont le plan des x et des y est perpendi- 
culaire aux directions des barres magnetiques elementaires. Supposons 
enfin que l'origine des coordonnees est au centre de l'aimant spherique et 
que x\ g\ V sont les coordonnees du pole austral d'un element magne- 
tique quelconque et x\ y', z + p les coordonnees de son pole boreal, oü 
p represente la distance de ces pöles: c'est une quantite infiniment petite 
et constante , de sorte qu'on peut faire p = dz'. Dans ce cas le petit 
parallelepipede dx'.dy'.dz', qui represente un element de la sphere aiman- 
tee peut £tre considere en meme tems comme un petit faisceau des aiguil- 
les elementaires, dont les deux pöles agissent repulsivement sur le pole 
de la möme nomination et attractivement sur le pole de la nomination 
contraire de l'aiguille aimantee librement suspendue dans un lieu quelcon- 
que , dont la position sur la surface de la terre soit determinee par les co- 
ordonnees x y y, z. 

26* 
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Coulomb et d'autres Physiciens prouvent par des experiences que 
l'aclion reciproque de deux aiguilles decroit comme le carre de la distance 
et que le pouvoir attractif et repulsif des deux fluides — boreal et austral — 
est rigoureusemcnt egal. Donc l'enserable des deux actions qu'exercent les 
deux pöles du faisceau elementaire dx'.dy'.dz' sur chacun des pöles d#* 
l'aiguille de la boussole peut etre exprime ainsi: 

pdx'.dy'.dz ' ßdx'.dy' .dz' 

et les trois composantes de ces aclions dirigees vers l'origine des coordonnees, 
parallelement aux axes des x 9 des y, des z> seront 

p(x — x'^dx? .dy' .dz' fi(x — x')dx , .dy'.dz f 

[(*-<Ö'+Gr-y)' + ( S -*)']* " rO-*')'+(y-sO'+(*-*'-p)']* ' 

f*(y — y')dxf.dy'.dz>' n(y — y')dot? .dy' .dz' 

K*-* , y+(s-y'y+(z -*')']* ~~ [(*-* , )*+(y-y') , +(*-*'-p) , J* ' 

/u (a — z')dx'.dy'.dz' p (» — z' — p)dx , .dy'.dz f 

[ ( x -x'y+(y- y 'y+(z-z>y\i " i(x-x>y+(y-y'y+(*-z'- P y]i ' 

ou bien, puisque p est une quantite infiniment petite et constante, ces ex- 
pressions seront 

d f (x-x')dx'.dy'.dz' 1 

** p d *'l K*-<) a +(y-y)' +(*-<)']* J 

uv d r (y-y')dx'.d y >.dz' 1 

1 dz 'l[(*-*'y+(y--y'y + (*-*'y] i } 

d T (* — ßdx'.dy'. dz' 1 

Si Ton designe par A 9 B, C les trois composantes suivant les axes 
des x, des y, des * de l'action magnetique totale que toute la sphere ter- 
restre exerce sur l'aiguille placee sur sa surface dans le Heu d'observation 
x, y, z et si Ton fait 



on aura 



A = »rf ff -£—«*■'<(•*< 
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Toutes les integrales triples doivent etre etendues a la masse entiere de la 
sphere aimantee. En efFectuant cette inlegration par rapport, a z depuis 
z = — Z jusqu'a z = +Z, nous aurons 

Ft JJ i(x—*y +(?-ify+(*-zyi* v JJ \(x-* , y+(y-y'y+(z+z)'\ i 

Or Integration precedente etant etendue jusqu'a la surface de la sphere 
magnetique x, y, Z seront les coordonnees du point d'inlersection de cette 
surface avec la coordonnee z. On peut les remplacer par les coordonnees 
polaires, r', ö, i//, oü ö est 1'angle que le rayon r\ mene au point x, y, Z, 
fait avec Taxe des z, et ip 1'angle compris entre le plan de ces dcux droites 
avec le plan des x et des z. Le produit dx'.dy' est la projection sur le 
plan des x et des«/ d'un element de la surface de la sphere aimantee: Taire 
de cet element sera r' 2 s\r\6.d0.dip, son inclinaison sur le plan des x et des 
y sera 1'angle 0: il en resulte 

dx'.dy' = r' 2 cos0.sin0.tf0.rfy/. 
On aura en m£mc tems 

Z = r'cos 0, x' = r' sin 6 . cos % y' = r' sin 0. sin V- 

Chacune des integrales doubles dans les expressions de A, B, C 
s'etendra ä tous les elemens de la demi-surface spherique de l'aimant inte- 
rieur dont le rayon est r ; donc apres la Substitution des coordonnees po- 
laires, les limites de ces integrales seront = et y> = 0, = \n et ip = 2n. 
Mais nous pourrons reunir les integrales de deux expressions de A, B, C 
en une seule dont les limites seront = 0, et xp=:0, = ji et 9> = 2tt, et 
ayant fait 

r 2 = x'+y 2 + z\ 

oü r est le rayon du globe terrestre, nous aurons 

m __ n f n f 2n (* — r'sin0cosu/)cos0.8in0.cf0.dijf 

« __ n f n f 2n (y— t J &\nOBmyß)coaO.Bm0.d0.d%lß 

~ PP J U J {) [r ._|_ r /!__2r'scoB0 — 2r'x8inöcosV — 2r'y8in0sinyi]* 

c __ n f n f 2 " (* — r'coB0)co80.Bin0.d0.0t/; 

~" ' P Juju [ r » + r "_ 2r'*cos0 — 2r'a?sin0coBy — 2r'yBin0siHy]* 
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et si Ton fait 

n /,2jI COB0. sinö. dO.dtp 



o yo r r a 4-r" — 



[r'-fr" — 2r , *co80 — 2r'a?sin0cosyf — 2r'y8in0sint//]* 

on aura 

*—»+<£), «--«»»(£). c=-w"©- 

Maintenant il ne nous reste qu'a integrer l'expression de v\ mais cette 
Integration sera beaucoup plus facile si Ton fait y = 0, c'est-a-dire si Ton 
suppose que le plan des x et des z passe par le lieu d'observation. Dans 
ce cas on aura B = et 

'dv\ „ ,->fdv y 

dx 
OÜ 

m sin cozO.smO.dO. dtp 



A—t^GD, c.-^(SO, 



, _ r r 

J0J0 [r 9 + r' 9 --2r , *COS0---2r'a?sin0COSt/>]t ' 

ou si Ton fait (£)* = k, 2»^ = a, 2ft*^- = b 9 

__ f n r 2n cos0.sin0.d0.rfy; 

~~ J J u [1-ffc — acosö — äsinöcosy]* ' 

et ayant developpe la derniere expression de v en serie, nous aurons 

v=-J J cos0sin0d0.dy>[i— J(ä— cos0— 6sin0cosvO 

1 3 

+ o-^jt* 9 — 2Ä(aco8Ö+68inöcosv)+(aco8Ö4-6sinöcosv) , ] 

13 5 
""oVsl* 1 — 3Ä 9 (acosö+68inöco8V)+3Ä(aco8Ö+6sinöco8tp) , — (acosö4-68inöcost/;) , ] 
2.4.0 

-j- . . . . etc. j . 

L'integrale de cette Serie se trouvera aisement si Ton sait integrer l'ex- 
pression 

/ / (acos0+6sin0cosy/) n cos0.sin0.tf0.tfy/. 

En designant cette expression par Q et ayant remarque les equations 

r cos 2,+1 . sin'"0. d6 = 0, J^ n cos 2,+ > . dtp = 0, 

nous aurons d'abord 

Q =fJf^coBO.Bm0.d0.dip\a n coH n O+ ^^— ^a*- 2 6 f cos n - 2 Ö8in , Öco8V 

»(^X^) j^ rf M t i co ^^ tf ^i tfeoB ^ + .,,, etc.| 

1 .2.3.4 1 

et puis il y aura = 0, si n est un nombre pair: il ne nous reste donc 
que trouver Q quand n est un nombre impair. Pour cela il faut remar- 
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quer les equations 

J 'W 6. 8ln ta+1 6. dO = 2m.2(m-l)....2 



(2t+l).(2i + 3)....(2»-f 2m— 1) 2»-f-2ro + i 

et 

f 1 " v . j . 1.3... .(2t— 1) 

y„ cos **•** = - 2 xz:^r ,27I > 

d'oü Ton tire, si n = 2 q + 1 , 

/"cos ,( » +l >ö.sind.rfö = 2 ~ , 

./ » 2 g + 3 ' 



2? + 3 2g+l ' 

f 003«"-» d. sin* d.dO = -J-r-js— r-jÄs R , 

./ o 2<7 + 3 (2g+l)(2g — 1)' 

/""cos^-^ö.sin'ö.rfÖ = 2 2 4 



2g + 3 (2g + l)(2g-l)(2g-3) 

etc. 



et 



/ cos 2 yj.dtp = £.2ti, 
n cos>.<ty = ^4'27r, 

/*** 6 j 13 - 5 n 

Z* 2 * h . 1.3.5.7 n 

/, ™>>-<*V = "2X61T- 271 

etc., 
ce qui etant substitue dans l'expression de Q, on aura 

et par consequent 
Anas l f * d - 3 2 l i 13 - 5 3 w 13 - 5 - 7 4 »4 , N 

p'-|-6' f 1.3.5 1.3.5.7 4.3.2 1 .3.... 9 5.4.3 M 1.3....11 6.5.4 M , \ 

~ 5 V2.4.6 2:4:6.8' 1.2.3 Ä + 2.4....10' 1.2.3 2.4....12* 1.2.3 * +""J 

, (o* + b*y / I.3.... 9 1.3....11 6.Ö....2 . 1.3....1 3 7. 6....3 ^ 1.3....15 8.6...,4 M , \ 

+ 7 V2.4....10 2.4....121.2....5 + 2.4....14 1.2....5 2.4....16* 1.2....5 + '"V 

<ja t +by / i.3...A3 1.3....15 8.7....2 , 1.3....17 9.8....3 „ 1.3....19 10.9....4 , 4 \ 

9 V2.4....14 2.4....16'l.2....7 Ä " t "2.4....18'l.2....7* 2.4....20' 1.2....7* +*"7 

4- etc. I . 

Mais nous avons suppose a~2k* — , 6 = 2 ä* — , {--j = A : ce qui etant 
substitue dans la Serie precedente, nous aurons 
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_ 8».r l ,i [l 1 1.3 2 k 1.3.5 _3_ k* 1.3.5.7 4_ ft» 

V "~ r' L2'3" 2.4' 1 ' 3 + 2.4.6 1 '3 2.4.6.8 ' 1 ' 3 + 

1.3.5 2'ft 1.3.. ..7 4^3^ Vk % 1.3.... 9 5.4.3 2'fc» 
+ 2.4.6" 5 2. 4. ...8*1.2. 3* 5~ + 2.4....10* 1.2.3 ' 5 + 

1.3.... 9 2'k* 1. 3. ...11 6. 5. ...2 2*k* 
+ 2.4....10 " 7 2.4....121.2....5' 7 + 



• • • • 



• • • • 



• • t • 



1.3....13 2'fc* -j 

+ 2.4....14 ' 9 + " "J 



Mais comme en general 



1.3... . (4g+l) 2 2 * _ 2jf 1.3....(4g -1) _2|»-» (2 ? -1)(2g-2) 1.3.... (4g -3) 2»f« 

2.4....2(2g+l)"'2g + 3 1*2.4 .4g '2g-j-l + 1.2 # 2.4....2(2g-l)' 2g— 1 

(2g-2)(2g-3)(2g-4 ) 1.3.... (4g— 5) 2 ? *- 6 g + 1 1.3....(2g+ l) i _ n 

1.2.3 , 2.~4....2(2g-2)'2g-3" H ± 1 *2.4....2(g+l)' 3 ~~ » 

on aura 

4>i.r'.s 

v = ■ • 

3r» 

A present nous trouverons sans aucune difficulte 

n ..»~'*( dv \ 4n.pj »r'V 4n .fipr» 

d'oü Ton aura 

A x.z 



C 3 2 ~*.r a 

II resulte de la derniere equation que le rapport de A et de C est 
independant du demi-diamelre de la sphere magnetique qui se trouve dans 
Tinterieur de la terre. 

Supposons maintenanl que la sphere du noyau magnetique qui se 
trouve dans l'interieur de la terre soit concentrique avec le globe ter- 
restre: dans ce cas le plan des coordonnees x et y deviendra le plan de 
l'equateur magnetique, et si Ton designe par k la latitude magnetique on 

aura alors 

* = rsinA, x = rcosk 

et par consequent 

A __ sin X. cos A 
"C ~~ sinU— J ' 

Designons enfin par / finclinaison de Taiguille aimanlee et par F son inten- 
site, nous aurons 

A =Fsin(180^/-Ä) = +Fsm{I+k), 

C = Fcos(180~/-Ä) = -Fcos(/+A) 
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et par ooosequent 

*w j %\ sisl.cotA tSa21 

Ung(/+ A) « - ^53^ - SJälz^. 

oo faien 

lang/ ss 2taogA. 

L'equation p&raltieme est oelle que Mr. Biot a trouröe, ayant sup- 
pose qu'au oentre de la terra tl y a un aimant tres-perit ou deux oen- 
tres d'action magnätique infioimeDt voisins« Mais oomme le calcul pr£o&- 
dent mootre que / est indäpendant du demi-diamätre de la Sphäre magu£- 
tique qut se trouve au milieu de la terra* pourvu qu'elle sott cencentri« 
que avec le globe terrestre, oo peut oondure que, dans ce cas, l'inolinaf- 
son magnltique est toujours la m£me et qu'elle provienne de factum d'un 
ooyao magn&ique, ren£erm£ dans l'intärieur de la terre» ou de Taotioa de 
toutes les particules magn&iques diss&nin^es dans sa substaocet 
Avril 1836. 
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18. 

Eine neue Methode, die numerischen Summen langsam 

convergirender Reihen zu berechnen. 

(Vom Herrn Dr. phil, E. E. Kummer zu Liegoitz.) 



lo einer Abhandlung Bd. IS. pag. 171 dieses Journals habe ich einige 
Satze erwiesen , welche für die Convergenz oder Divergenz einer jeden 
unendlichen Reihe, in welcher, von Einern bestimmten Gliede an, alle fol- 
genden positiv sind, ein allgemeingültiges Criterium enthalten. Ich habe 
daselbst pag. 181 bemerkt, dafe die willkürliche Function, welohe in dem 
ersten und zweiten Satze vorkommt, ein leichtes Mittel an die Hand giebt, 
um zwei Grenzen zu finden, in denen die Summe aller Glieder einer sol- 
chen Reihe, welche auf ein bestimmtes Glied folgen, enthalten sein mufs, 
und ich habe dies a. a. O. allgemein und an einigen Beispielen gezeigt. 
Hierauf habe ich eine Methode gegründet, die numerischen Summen sehr 
langsam convergirender Reihen mit Leichtigkeit zu finden, indem ich nur 
eine geringe Anzahl der ersten Glieder der Reihe wirklich summire, den 
Werth aller übrigen aber in zwei Grenzen einschließe, welche ich so nahe 
als möglich zusammen bringe. Diese Methode will ich jetzt, unabhängig 
von den Resultaten jener Abhandlung, kürzlich auseinandersetzen. 

12 3 * 

Wenn die Reihe A-\-A-\-A-\- . . . . +^+ • • • • > n in£ zu summi- 
ren ist, in welcher alle Glider positiv sein sollen, so kommt es darauf an, zwei 

*+l 1+2 i+3 

Grenzen zu finden, in denen die Summe der Reihe A-\-A-\-A*\-... in inf. 

.enthalten sein muls. Zu diesem Zwecke nehme ich eine willkürliche 

i 
Function m des Stellenzeigers k 9 welohe ich jedoch so weit bestimme, dafii 
i i 
mA nur positive Werthe haben, und, wenn k in's Unendliche w&chst, 

sich der Grenze in's Unendliche nühern soll, und da£s der Ausdruck 
* i 

mA * +1 

-j^j- — m n den ich kurz durch /(*) bezeichne, positiv sein, und, wenn k 
in's Unendliche wachst, sich der Grenze 1 in's Unendliche nähern soIL 
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* * x 

Dieses vorausgesetzt folgt aus der Gleichung -j^—m =/(*): 

A 

m-rf — m -<rf = f(Jt).A f 

j 7 mA — mA =* f{k+\).A y 

mA — mA =f(k+2).A f 
etc. etc. 

Durch Addition aller dieser Gleichung«!, bis in's UnendBcbe, erhSIt man: 

2, m^ =/(*M+/(*+t>.^+/(*+2)-^ + .— io int; 

denn ein Glied — iw -4 , welche» dem TheOe links vom Gleicbheitsnioheii 
noch hinzuzufügen wäre, verschwindet, weil vorausgesetzt worden ist, es 

soH m^sOsein, für *=roo. Die Gleichung (2.) durch /(*) divi&t, giebfc 

Es ist oben bestimmt worden, die Function f(jt) solle positiv sein und für 
icsoo die Grenze 1 erreichen: ich bestimme nun weiter, es solle t so 
grob angenommen werden , dafii von dem Werthe A=*bis* = oodie 
Function f(Jf) entweder nur wachse oder nur abnehme ( kein Maximum 
oder Minimum mehr habe). Im ersten Falle, wo /(*), fortwährend wach» 
send, ach der Einheit nähert, hat man 

/(*)<V /(*+!)<*, /(* + 2)<l, .... eto. 
und 

und deshalb geben die Gleichungen (2. und 3«): 

k k J+I *+2 *+S 

mA<^ A •+- A -f- ^ + ••• • in inf., 

m A * +l * +? * +3 

j— >A+A + A + .... in 

Im anderen Falle, wo /(*), fortwährend abnehmend, sich der Grenze 1 
nähert, hat man 

/(*)>!, /(*+!)> lf /(* + 2)>l, etc., 

für diesen Fall also geben die Gleichungen (2. und 3.): 

27* 
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I * Jfc+t *+2 1+3 

mA>A + A + A+.*f. in inf., 

* J *+l *+* *+S 

^<^ + 2 + -* + .... in inf. 

Es ist aba unter den angegebenen Voraussetzungen (dafs die Glieder der 

Reibe A+A+A+.*.. in inf» eile positiv sind, dafs ferner mA positiv 
ist und fnr £ssoo verschwindet, und dafs der Ausdruck /(£) von dem 
Wertbe kt=*k bis *»x positiv ist, und entweder nur zunehmend oder 
nur abnehmend sich der Grenze 1 nähert, wenn * in's Unendliohe wächst) 
die Summe aller Glieder, welche auf das t u Glied folgen, stets in den bei» 
den Grenzen eingeschlossen: 

4» mA und + ( . x « ♦ 

Aus meiner erw8hnten Abhandlung über die Convergenz geht her-» 

vor, dafc es, sobald die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, wirklich 

convergirt, stets eine unendliche Anzahl verschiedener Functionen m giebt, 
welche den gesetzten Bedingungen genagen. Um nun aber durch die bei- 
den Grenzen eine möglichst genaue Bestimmung des wahren Werthes zu 

x 
haben, raufe man Cur m eine Function wählen, welche bewirkt, dafs diese 

Grenzen so nahe als möglich zusammenfällen, und dies wM dann der 
Fall sein, wenn f{k) der Einheit außerordentlich nahe kommt» 

Es soll nun fnr eine sehr oft vorkommende, und sehr umfassende 

Gattung sehr langsam convergirender Reihen eine passende Function m 

bestimmt werden , und zwar fnr alle diejenigen, in welchen der Quotient 

zweier aufeinander folgender Glieder sich immer mehr der Einheit nähert, 

je grSfser der SteHenzeiger k wird, und bei denen dieser Quotient sich 

nach ganzen fallenden Potenzen von k entwickeln läfst, so dafs 

* 

i 

Ich gebe der Function m folgende Form eines rationalen Bruches; 

6. m = **+** + *+ ia ^+ hm ^+„„+ K * 
welcher in folgende recurrirende Reihe entwickelt werden mag: 

7. m « **+*,+ £ + £ + £ + .... 
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Aas den Ent Wickelungen (5.) und (7.) bildet man leicht folgende Ent- 

* * 

mA * +l 

Wickelung für /(*) == -yyj- — m ; 

A 

I 

+ ('» (»i+2) + *» (»2—1) + <? , v, + c i/ 4 ) ~ 

+ (c 4 (Vj+3) + c 3 (v,— 3) + c»(v,+ 1) + <?» v 4 + c v 8 )— 

+ (tf»(f i+4) + e 4 (t/,— 6) + <?, (i>,+4) + c,(v 4 — 1) + c» v 5 + e v t ) ~ 

-f- • . . . etC» 

Das Gesetz, nach welchem diese Entwiokelung fortschreitet, ist klar; denn 
die darin vorkommenden Zahlen sind die Binomialcoefficienten , mit ab- 
wechselnden Vorzeichen. Da für isoo, f(k)=si sein soll, so mu& 
c (Vi — 1) ss 1 genommen werden. Aufter c sind nun aber, in der bei (6.) 

angenommenen Form des m $ 2/J + l willkurliohe Constanten enthalten« 
welche so bestimmt werden sollen, dafs dadurch die Coefficienten von 

T* *•> k**'" ^ j^Ti > n der Ent wickeluog des /(*) verschwinden: dafii 

also folgende Gleichungen Statt haben» 

1 « *(tr f -l) f 
ss c l v l ^ev %9 

= * 2 (i>i + l) + *i t> 2 + ei^ f 
9, ^0 =s t,(i; A + 2) + f,(tv-- l) + 'i"3-f-*"«r 

= c 4 (t; i +3)+c,(t; a — 3) + c a (tf,+l) + r l tf 4 +^^t 



Alsdann hat /(*) folgende Form der Entwiokelung: 

woran man ersieht, dafs, wenn £ und n nur einigermafseft grob ange- 
nommen werden, f(k) der Einheit sehr nahe kommt, und folglich die 
beiden Grenzen bei (4») sehr nahe zusammenfallen. Weil nun oben ge- 
setzt worden ist; 
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Jf + 6 f ^+ft a *"-*+.... +£ ~ TTjk.Tp + ••••# 

so erhält man , indem man mit dem Nenner multiplieirt and die gleicheo 
Potenzen von t mit einander vergleicht, folgende Gleichungen: 

a 2 aa c s + c 2 *it 
10. <a s — ^4 + ^*1 + ^*1» 



• ••#•••■• 



ss tf»+*+tf«+i*i + *» ** + •••- + ***•# 

= £»+5+<V|**l+*l..H** + -"' + «3**» 

11. < = C w ^ + tf w+3 A l +<^+a*t + "" + *4*ii» 



» e*,+i + c ail *i+c to _ 1 6 2 + .... + c l(+1 i ll . 

Um nun m zu finden, bestimmt man zuerst die 2/1 + 2 Groben c 9 c ly 
c 29 .. .. c^+i , durch die bekannten v t , v 2 , t; 3 , etc. ans den Gleichungen 
bei (0»)» Die gefundenen Werthe dieser Quantitäten substituirt man in 
den n Gleichungen bei (11.) und bestimmt aus diesen die Großen b ly 6 7f 
A 3 , ... b n ; alsdann erhalt man aus den Gleichungen (10«) unmittelbar 

auch o xy a 29 o s , .... a m . Nachdem so die Function m der Gleichung (ft.) 

4 k wnA 

vollständig bestimmt ist, berechnet man /(*), und sodann mA und -jttt $ 

die beiden Grenzen der Reihe A-\-A + A-\-.... in inf. Auf eben so viele 
Decimalstellen, als diese beiden Grenzen mit einander übereinstimmen, hat 
man den wahren Werth dieser Reibe genau, und wenn man hiezu noch 
die auf gewöhnlichem Wege gefundene Summe der ersten k Glieder ad« 

12 3 4 

dirt, so hat man die Summe der Reihe A + A-{-A + A-\-.... in inf. 

Wir wollen nun diese Methode auf die Summaöon einiger Reihen 
anwenden : 

Beispiel 1« Die Summe folgender Reihe zu berechnen: 

* = 1 + 2i + 3l + 47 + $*+-•- in lnf - 

In diesem «Falle ist A =^ — . also 
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» 
-jpp = 14.-4. — + — , 

und folglich 

t> 4 »3, t^ = 3, t/,=3l, V«at; $ st; fl ÄMMsO, 

Für die« Werthe dm v l9 %\ , */,., etc. erhöh man aus den Gleichungen (10.): 
c«i, ^«s — i, c a =+|, *s = 0, c 4 =— T 2 *, * 5 = 0, 

Aus dienen Werthen erhäh man ferner durch die Gleichungen hei (12.), 
wenn n zss 5 angenommen wird : 

Ä lS =0, A 2 = 4, 4, = 0, * 4 =*§, A 5 =0, 
und hieraus endlich, durch die Gleichungen (II*): 

*l = i, «2=0, '»«SU! *4 = 0, <*i~ T%t 

Sühalitnirt man nun diese Werthe in der Form des m bei (6.), so wird: 

* — *" * -1- 30fc«4110*»4. 36 

m ~ 2 2 + i2Q**-i-480*?-i-264** 

Nimmt man nun *= 10, so berechnet man leicht: 

10 u 

m » 4, 52491 74854 03728 . • . . r m es 5,02266 51730 6974 . . . . f 

und hieraus 

/(10) sä 1,0000000000 0261 . . . .; 
ferner 

* 10 10 

mA =0,00452491748540373....; —^ = 0,00452 49174 8539i 91—. f 
welches die beiden Grenzen sind , b welchen die Summe der Reihe 

Jl?+ 12? + JP + -*-* fr.&A 
enthalten ist. Addirt man hiezu noch die Summe der ersten zehn Glieder : 

1 + ^ + 51 + ••••+ lJr ■" 1t 19753 19856 74193 25 .... , 

so erhält man die Summe der Reihe: 

R < 1,20205 69031 59596 98 . . . ., Ä> 1,20205 69031 59585 16 . . .., 

so dafo nach dieser Methode, indem wir nur die ersten zehn Glieder wirk« 
lieh durch Addition summirt haben, der wahre Wertb der Reihe bis rar 
vierzehnten Decimabtelle genau gefunden worden ist. Übrigens läfst sich 
zeigen, dafe man, nach der gewöhnlichen Art zu summiren, um dieselbe 
Genauigkeit zu erreichen, mehr als Zehn Millionen Glieder der Reihe sum- 
miren müfste. 
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Beispiel SU Es sei folgende unendliche Reihe su summiren 

Das ** Glied dieser Reihe ist: 

J / 1.3.6..,.(2t-3)\ » 



folgücb 



<* — f-l*»Y — 14.1j.J_j. 10 x ** 4. 
~& l ~" \2*~ 1/ ~~ 1T 2*^2*t»^23* r "**2^F *»••••• 



also 

3 6 10 15 . 21 28 

t, i= s -T» ^a — fi fs ^»» V « Ä 2*» V * 9S 2** ^e — ^ 7 » 

36 _45 

v 7 = 57 » v « — 2» • 

» 

In der Form des m t Gleichung (6.), nehme iob, weil dies eine grofoe Ge- 
nauigkeit geben wird, a sb3; ich erhalte Alsdann aus den Gleichungen (9.); 

<?ss2, «,=s- 2, *« = *, *» = &» *«=&, «»=*0, 

g - -81 f __ -81 

** ~" 13. lW » '13.320* 

Hieraus durch die Gleichungen (11.): 

und endlich aus den Gleichungen bei (10.): 

so dab für diesen Fall ist: 

*—oi. « t 208*»— 812»+ 213 

m ~ '**-" Z+ 1040** —2340 *«+2430*— 946* 



Nimmt man wieder * « 10, so findet man durch leichte Rechnung t 

m ss 18,02157 45971 26 . . . ., m «= 20,01947 75864 35 . . .., 

/(10) sb 1,00000000190 ...., 

10 10 

m^ == 0,11497881583 ...., ffik^ 0,11497881561 .... 

Addirt man hiezu noch die Summe der ersten sehn Glieder, web 
1,27822 51138 68.... ist, so erhält man die Summe der Reihe y: 

y< 1,39320 392970...., y>l,39320 392948...., 
also 

y ac 1,3932039296 

wo höchstens die letzte Stelle um zwei Einheiten unrichtig sein kann. 
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loh bemerke hier, dafs die Reihe y durch folgendes bestimmte 
Integral ausgedruckt werden kann: 

— *. /"/* dxdy 

und dieses bestimmte Integral wieder durch elliptische Transoendenten, 
so dafa 

Der Zahlenwerth des y nach dieser Formel berechnet, stimmt genau mit 
dem obigen überein« 

Man kann diese Methode der Summation noch aus einem anderen 

Gesicbtspuncte auffassen, nümlich, wenn man von der Form eines ratio- 

i 
nalen Bruches, welche der Function m gegeben worden ist, ganz absieht, 

und nur die Form derJReihenentwickelung, Gleichung ( 7.) , berücksichtigt. 

Betrachtet man nämlich die Gleichungen (0.) als Recursionsformeln , und 

denkt man sich dieselben bis in's Unendliche fortgesetzt, und die Grofsen 

c, c lf c 29 c 3 bis in's Unendliche daraus bestimmt, so ist für jeden Werth 

des t, f(k) ss 1, also fallen für jeden Werth des i die beiden Grenzen 

mA und -tttt zusammen, und man hat 

*/ e e v *+i *+* **» 

(12.) ^(c* + c 1 + £ + |f + ....) =^+-*+^ + .... f 
wenn * 

und 

1 = c(t> A — 1), 
=s c t v t + cv 2 , 
ss * a (t>i + l) + c t Vt + ev S9 
ss Ci(v l + 2) + c t (v 2 --i) + e l v> + cVi 9 
s=? c 4 (z; 1 + 3) + c 3 (t; 2 — S) + c 2 (v 1 +l) + e l v^ev i9 
«s c $ (t; l + 4) + c 4 (i; 2 --6) + c,(t; J H-4) + c 2 (i; 4 — l) + c 4 t; 6 + ci; 6 , 
etc. etc. 

Dies ist eine neue, ziemlich allgemeine Summationsformel, und zwar un- 
ter allen wohl diejenige, welche durch am meisten elementare Methoden 

CrcUej Journal d. M. Bd. XYI. Hft. & 28 
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hergeleitet werden kann« Sie bat auch einige Vorzüge vor der gewöhnlichen, 
welche für den gegenwärtigen Zweck wie folgt dargestellt werden kann: 



/ 



jfcfl »+* *+3 

13« A + A -j- A -|- • . • . in inf. 

_ . 1 * 2 i 

* 5ju i } B dA x B d*A 



• • • • 



* Ä . * l.2'dk ^i.2.3.4* dfc» 

i 2 

woB=y, B = 7 r ^ , etc. die Bernoullischen Zahlen sind. Diese Formel 
kann in vielen Fällen ebenfalls dazu angewendet werden, die numeri- 
schen Summen sehr langsam convergirender Reiben zu berechnen; wenn 

aber A eine unentwickelbare Function ist, wie in dem obigen zweiten 
Beispiele , so haben Integrale und Differenzialquotienten derselben an sich 

k ( 

keinen Sinn. Nur in dem Falle, wo A == — f stimmen die beiden Sum- 

mationsformeln (12.) und (13.) vollständig mit einander überein. 
Liegnitz, den 10. November 1834. 
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19. 

Einiges von Kegelschnitten, 

(Vom Hern Prof. Bruun io Odessa.) 



l.Liehrsatz. Eid Punot P, dessen Coordioaten g,h sind, liegt inner- 
halb oder außerhalb der Parabel 

1* y* + 2Bxy+B*x 7 + 2Dy + 2Ex = 0, 

je naohdem h* + 2Bgh+B*g*+2Dh + 2Eg<0 ist. 

Beweis. Die Gleichung (1.) lälst sieh immer, ohne den Anfangp- 
punct der Goordinaten zu verändern ,* auf die Form 

Rf + 7V = o 

bringen ; wo, wenn a der Coordinatenwinkel des alten Achsensystems ist und 
ß und 7 die Winkel bedeuten, unter denen die neuen Achsen die alte Ab« 

schneiden, und wenn man -^- 7 — ^-r- aas m und . * >oy - x - = m' 

1 9iQ(a — p) sio(a — y) 

setzt, folgende Bedingungsgleiehungpn Statt finden: 

771':= — jp, l??aa— B, 

und 

Ä = (m'— m) 2 sin(a— 7) 2 ; T = 2D(m— m*)tin(a— ß)sina ist. 

Sind nun die Coordinaten des Punctes P in Beziehung auf das neue 

Achsensystem g' 9 A', so liegt der Puoct P innerhalb oder aufserhalb der 

Parabel, je nachdem 

ßA" + 7y<0 ist. 

Es lassen sich aber die neueu Coordinaten g\ V durch die alten 
g 9 h bestimmen: namentlich ist 

A/ — (h — mg)sha . , (ft — m'^sin« 

~ (m'— m) sin (a - y) * (m — m') sin (*—ß)' 

Setzen wir nun für Ä, T> A'% g' ihre Werthe, so kommt 

Rh" es (A 2 + 2 fi^A +^Ä 2 ) sina 2 und />' s 2(DA +£$•) sina 2 : 
also liegt P innerhalb oder aufserhalb der Parabel, je nachdem 

h* + 2Bgh+B 2 g* + 2Dh+2Eg<0 ist. 

Anwendung. In einer Ebene sind fünf Puncte O, M, flt, P, Q 
gegeben, von welchen keine drei in einer Geraden liegen : die Art des Ke- 

28 • 
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gebchnitts zu bestimmen, welcher durch die fünf Punete beschrieben wer« 
den kann» 

Es sei y* + 2Bxy+Cx*+2Dy + 2Ex+F die allgemeine Glei- 
chung eines Kegelschnitts. Die Coordinaten des Punotes seien = 0, 0; 
des Punctes M == ä, 0; des Punotes IV = 0, b* des Punctes Pssj, h *)$ 
des Punctes Q==#', h'. 

Alsdann erhält man, als Gleichungen der zwei durch 0> M f TV, P 
gehenden Parabeln: 

der einen y*+2B'xy+B'*x — by—B n ax es 0, 
der anderen y a +2Ä // *y+Ä // V~Ä/— B"*ax = 0, 

wenn B' und B" die Wurzeln der Gleichung B*+ 1^ + 1^=3 = ° sind - 

Es liegt der fünfte Punct Q* innerhalb oder anberhalb der ersten 
Parabel, je nachdem 

h i% + 2B'g'h i + B'*g' % —bh'—B' % ag'<0 % 

ist; endlich, Je nachdem (B'—B"'XB'—B")e'(g'—o)<0 ist, wenn 

B'", B" die Wurzeln der Gleichung B'* + 1^ + *'*^*j = sind. 

Q liegt innerhalb oder außerhalb der zweiten Parabel, je nachdem 

(B"— B'")(B"— #*)*'(*•'— o)$0 ist; 

Q also innerhalb oder außerhalb beider Parabeln, wenn 
(B'— B'") (B'— B") (B"— B"') (B"— B") > ist ; 
Q innerhalb der einen und aufserhalb der anderen, wenn 
(B*—B'") (B'— . B")(B"— B^OCB''— B") < ist. 
Die Bedingungsgloichungen eines Kegelsohuitts, welcher durch die 
fünf Punete M, JV 9 0, P, Q geht, sind, wenn man C — B*t=ad setzte 
™, 2Bk . A*— bh . . _ j » i 8BV ,»*-»*' ,. A 

* + ^ + JS==) +rf=s0 und * p +F=-. + 77F^ + äss0 ' 

oder 

(B—BOCB-B'O + tf^O und (B— y)(B— B") + tf = 0? 
also 

Jl— ^IJ^^zäi^f A (B'~ B"Q(B'— B")(B"—B / ")(B"--1>") , ^_ A . 

11 — B^4-B ,T — B'— B" Ufl (B'"+ ß lT — B'— B")* 

*) Unter des fünf Fanden lassen sich immer ?ier auswählen, ton welchen jeder au&erhalb 
den ?nn des drei andern gebildeten Dreieck* liegt. Es seien O, M, AT, P dieee vier Pnnde. 
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daher ist für d > der Kegelschnitt, der durch 0, M y N 9 P, Q geht, eine 
Ellipse, wenn (B'— B'")(B'— B")(B"— J3'")(B"— 1PO<0, d.i. wenn 
Q innerhalb der einen und außerhalb der andern Parabel liegt« For 
tf<0 ist der Kegelsohnitt, der durch O, M, N, P, Q geht, eine Hy- 
perbel, wenn (B'— B'")j(B'— &*)(B"— B'")(ß"— B")>0, d.h. wenn 
Q innerhalb beider oder außerhalb beider Parabeln liegt. 

Man erhalt also folgende Auflösung. 

Man beschreibe durch 0, M 9 IV, P die zwei möglichen Parabeln. 
Liegt nun der fünfte Punct in einer dieser Parabeln selbst, so ist diese 
Parabel der Kegelschnitt, welcher sich durch alle fünf Puncto beschreiben 
läfct. Liegt der Punct Q innerhalb beider Parabeln, oder außerhalb bei- 
der, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. Ist er dagegen innerhalb der 
einen und ausserhalb der anderen befindlich, so liegt er mit den vier übri- 
gen in einer Ellipse (Möbius Baryo. Calcul S. 382). 

2. Lehrsatz« Ein Punct P, desen Coordinaten g f h sind, liegt 
innerhalb oder aufcerhalb der Ellipse 

1. y*+2Bxy+Cx*+2Dy + 2Ex = 0, 

|e nachdem ^ 

h 2 +2Bgh + Cg 7 +2Dh + 2Eg<0 ist. 

Beweis. Die Gleichung (1.) lSlst sich immer, ohne den Anfangs- 

punct der Coordinaten zu verändern, auf die Form 

Ry*+Sx 2 +Tx = 

bringen, wo nSmüch , . wenn a, ß, 7, m> m 4 dieselben Bedeutungen wie 

im ersten Lehrsatze haben, folgende Bedingungsgleichungen Statt finden: 

BB— CD , B 

m — ~BD-B> mss *~--D' 

unA R = (m' 9 + 2 B m'+ G) sin (a — yf $ 

3 = (m 2 + 2Biw+C)sin(a — ß)\ 
7a 2(öm+£)sin(a— ß)sina ist. 
Sind die Coordinaten des Punctes P in Bezug auf das neue Achsen- 
system A' f g\ so liegt der Punct innerhalb oder außerhalb der Ellipse, je 
nachdem ÄA /f + S#'+ Tg 1 < ist. 

Druckt man nun die neuen Coordinaten durch die alten aus, und 
setzt tärR f 3 f T ihre Wertbe, so erholt man, nach gehöriger Entwicklung, 
P innerhalb oder ausserhalb der Ellipse, je nachdem 

h t + 2Bfh+Cg* + 2Dh + 2Eg<0 ist. 
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Anwendung« Ein Punot P in der Ebene eines Dreiecks wird 
mit den Spitzen des Dreiecks OMN durah Gerade verbunden« Die Art 
des Kegelschnitts zu bestimmen , welcher die Seiten des Dreiecks in den 
Durchschnitten mit jenen Geraden berührt» 

Es seien die Coordinaten der Puncto = 0,0, 4f ss<r,0, /Vss0,6, 
Ps g,h : so erhalt man für den verlangten Kegelschnitt (bigende Bedin- 
gungsgleichung : 

Es ist aber y*+ -j*y + £**— Ay— ~*e=0 die Gleichung der 

Ellipse, welche durch die Punote O, IM, N geht und den Schwerpunot dc6 
Dreieoks zum Mittelpunct bat 

Daher ist der verlangte Kegelschnitt 
eine Parabel, oder =0) ( — ) 

eine Ellipse, oder </>0>, je nachdem A f +^A^+^— 6Ä — ^V<<[ ° **, 
eine Hyperbel, oder < 0; f > j 

d. h. je nachdem der Punct P auf der Peripherie innerhalb oder außer- 
halb der Ellipse, welche durch M f N % O geht und den Schwerpunot zum 
Mittelpunct hat, liegt« Es ergiebt sich also folgende Auflösung: 

Man beschreibe um das Dreieck eine Ellipse, welche den Schwer« 
punct desselben zum Mittelpunct hat: dann ist der Kegelschnitt eine Para- 
bel, Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der Punot P in der Peripherie die- 
ser Ellipse, oder innerhalb, oder außerhalb derselben liegt (Möbius 
S. 389). 



*) Deo Wertb too X entwickele ich hier siebt weiter, da er, ins Qaedrat erhöbe*, das 
Zeichen too d nicht TerSndert. 
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20. 

Bemerkung über Kreisfunctionen. 

( Vom Herra Prof Raabe io Zürich. ) 



-Bekanntlich kommt der Analyst in Verlegenheit, wenn er auf Integrale 
wie die folgenden: fü nx Bx t f'cwxdx, eto. 

das ge wohnliche Verfahren beim Integrieren anwenden will« Im 15. Bande 
dieses Journals habe iob zwar gezeigt, wie das viel allgemeinere Integral 

/<p (sin aar, co%bx)dx in ein anderes verwandelt werden kann, dessen 
o 

obere Grenze endlich wird, und dessen untere Grenze unverändert bleibt; 

indessen bleibt es interessant, die Richtigkeit folgender zwei Gleichungen 

nachzuweisen : T . mmm n j • • _ n 

Juim cos jf = t/, Ljim sin jf s ü, 

wo das Grenzzeichen Lim auf das unendliche Wachsen des Winkels x Bezug 

hat. Denn, sind vorerst diese zwei Gleichheiten nachgewiesen, so ist, wegen 

r%vaxdx-=. oonst — cos* und /oosor 5o- = const +sinx, 
nach dem allgemein üblichen Integrationsverfahren: 

f sin* dar = 1 — Limcosx = l und f cos* dx==s Lira sin* = 0» 
Um nun die Richtigkeit der obigen zwei Grenzgleichungen nachzuweisen, 
legen wir die bekannte Gleichung 

erf~ l « cosy + /" — 1 siny 
zum Grunde, wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen vorstellt« 
Aus dieser Gleichung erhält mau folgende: 

<T^- X b cosy m [l+/"— 1 tangy]"*. 

Wird nun />0 und <-~ oder tangy>0 und <1 vorausgesetzt, so ist 

[l + ^-ltangy]- = P+QY— U 
wo der Kürze wegen 

gesetzt wurde« Diese Gleichung, die für alle Wejrthe von m besteht, hat 
auch noch ihre Richtigkeit, wenn m in den Zustand des Unendlich -Grofs- 
werdens übergeht« In diesem Zustande der Größe m hat man : 

P - i -S ***&**+ 1333 "***- I3TO8 tftn 8^+ et0 ' = "*«" tangy) ' 
^T^yiS^^ mu tangy'- etc. = sin(mtaogy). 



• • • • 
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Daher geht die obige Gleichung in folgende über; 

e my /-i __ ^g ym £ oog ^ m tang y ) + /* — 1 sin (m tang y )]• 

Da man ferner für jeden reellen, übrigens willkürlich groben Werth von 
m tangy, 

cos (m tang y) = oder < + i und sin (m fang y) = oder <±1 
voraussetzen darf, und nach der gemachten Annahme ober y und m der 
Factor cosy m ohne Ende der Null nahe kommt, so ist: lim * myl '"" 1 = 0, 
wo y eine endliche und m eine unendlich wachsende Gröfse ist* Stellt 
man nun die unendlich groß werdende Gröfse my durch x vor, so ist 
[Jm e*^ -1 s 0. Andrerseits besteht für jeden reellen, übrigens noch so 
groben Werth von x $ die identische Gleichung : €*^~ l = cos x + /"— 1 sin ary 
daher ist auch Lim cos x = und Lim sin ar = ; was zu beweisen war. 

Da man ferner aus diesen Gleichungen die Richtigkeit der folgen- 
den zwei Gleichungen : Lim cos a x = , Lim sin a x a herleiten kann, 
wo a jede reelle, nur nicht unendlich klein werdende Gröfite vorstellen darf: 
so ist man dadurch im Stande, die Werthe der verschiedenen Potenzen und 
Productevon sinx und oosa? beim unendlichen Wachsen von x anzugeben. 

Es ist z.B. wegen sinx 2 = £ — $cos2ar und 0050^ = f + f cos2x, 

mit Zuziehung des so eben bewiesenen, Limsinx*— $ und Lira cos x*=£. 

Addirt man diese zwei Gleichungen, so erhält man die bekannte Gleiobung 

Limsin;r 2 -f-Lim cosx* = 1« 

Als fernere Anwendung setze man folgende Gleichungen: 

y H = cosa+cos(a+ß)-f-cos(a+2ß)+.... + oos(a-f-(a— l)ß), 
%n ss sina+wn(a + ß)+wn(a + 2ß)+.*" 

Stellt n eine ganze, übrigens noch so gro(se positive Zahl vor, so hat man 

_ si»fw/g.cq8[tt4-i(tt-- 1)/>3 _ An\n ß.*\*\_a + $(n—i)ß] 

y»~ sioi/? » *• ; &Tiß • 

Um die Werthe von y n upd *„ beim unendlichen Zunehmen von n zu er- 
fahren, löse man die Produote in den Zählern dieser Bruche in Summen 
auf« Dadurch erhält man zuerst: 

«„(*-$,*) sin [*+(»- £)/?] _ , . cos(a-jft) cosfo+Qi— j)l] 
"* STj? rs- tin .^ f *« h*- sinJ/J *• rief/» # 

Wird nun n in den Zustand des Unendlich-Grofswerdens versetzt, so ist 
für jeden endlichen Werth von ß: 

L«n r — — *.___ und lin^-l-Tjjr-. 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung« Sämmtliche hier aufgestellten Resul- 
tate erhält man auob, wenn man das arithmetische Mittel aller Werthe der 
Function sucht« deren sie beim unendlichen Wachsen der Variabein fähig ist« 



n 
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21. 

De transformatione integralium Abelianorom primi 

ordinis commentatio« 

( Aadtn Fried. Jid. Richtlvt, prot fa Aadmih AlUrtiaa Bigtaa.) 

* 

Introdactio. 

In oommentatione prima de integralibus Abelianis, quam pag. 182 tomi XII« 
invents, egi de reductione integralium huius modi: 

Fx dx\ 

<Y~{fpx)J 

in quibos Fx et (f)x quaelihet funotiones rationales iniegrae sunt« Quae 
demonstravi, quoties tyx faetoribus nonnisi realibus gaudet, per substitu~ 
tionem hnius modi: 

revooari ad integralia huius fbrmee: 

V(z 9 ) dz 

w~ 

in quibus ^(**) fonetio rationalis ipstus z 2 est, atquef ex faotore (1— **) 
et faetoribus (1 — *V) eonflatur, ita ut quantitas k realis unitateqoe mi- 
nor ait# Hano integralium Abelianorum formam ut canonioam proposui« 
mos, quam via , si funotio (f)x faetore« et reales et imaginarios, vel adeo 
omnes imaginarios habet, reduetio generalis non suoeesserat« IntegraKa 
vero Abeliana primi ordinis, quippe in quibus funotio (fix sextum ordioem 
non superat, ad formam eanonioam redud posse, in introduotione com« 
mentationis aüatae oommemoravi, nee non adieei, me inde ex his disqoi- 
sitipnibus ad generalem formae eanonieae transformationem memorabilem 
pervenisse, 

Id quod uberius adhuo hio narrare plaeet, aeque ao excusare, enr 
reduotionem illam generaliorem iüio promissam nondnm promidgaverim. 
Ad reduotionem enim integralium huius modi: 

Fx dx _____ 

V"[U+ Bx+ Cx*){A x + B E x+ C x x*) {A* -f B 2 x + (?**•)] 

aggressus, in quibus tres faotores trinomii et realibus et imagiuarits vel 

adeo omnibus imaginariis faetoribus gaudent, in ingentes inoideram 

Crelle's lourntl <L M. Bd. XVI. Hft. 3. 20 
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cultates, discerptionem integral!» quandam indegans ei similem quam Cl. 
Legendre in tertio tomo operis ilhmtrissimt „Traitä des fonctions ellipti- 
quea" adhibuerat. Ibi enim („troisieme Supplement §» XIL") geometra 
sagaoissimus ope substitutionis singularig integrale: 

f dx 

per aggregatum duorum integralium ellipticorom primae apedei expresait, 
eadem amplitudine modulisque talibus gaudentium, quorum alter alterius 
complementum sit. Idem theorema memorabile CK Jacobi ad integrale : 

xdx 

Vl(«-t-a*)(l-- *»«*)] ' 

et ad integralia generalioria formae: 

y^ rfx r xdx 
V(/r(l— *)(i— kkx){l+kx)(l+lx)]> JVlxiX—x) (1— klx){l+kx) (1+lx)] ' 

extenderat, quae (pagina 416 tomi Till« huius diarii) aimiliter in aggre- 
gatum similium duorum integralium ellipticorum eiusdem argumenti com- 
mutavit 

Hfo exemplis incensus, cum mox animadvertissem , integrale gene- 
rale propositum, quod in bane mihi formam reduxeram; 

yr Fz dz 

si eadem ratione transformare vellem, nonnisi in duorum Abelianorum eius- 
dem ordinis aggregatum abire posae, tranaformationem talem horum in- 
tegralium ; 

y * dx f dx 

7*{t+x*) f 7^(1— **)' 

proßperrimo succesmi disqumivi« 

Per substitutkmem enim linearem: 

1+* 

integral! primo in haoc formam supra allatam reducto: 
adhibui transformationem irrationalem: 



sive: 
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ibi superiora Signa pro limitibiis: 

*ssO JP = 1 

t= — 1 /=0 

*=0 * = 1 

iaferiora pro Umitibtifl: 

(=0 / = i 

2 = 1 X = 

valent. — Qua apte introduota, aoeepi hat aequationes integrales: 



"/ 



t 



illam pro prioribus, haue pro posterioribus argumeotorum limitibus raleotem. 

Quibus aequationibus inter so additis, haeo sequitur integralis defi- 
niti expressio memorabilis: 

r m dx . n l zdz __ 

•ive: n 

r* da? /** 8ifi»9><*<p 

In primis terminis utriusque aequationis posito: * = — z f et brerttatis causa 
^[(i~*)(l-oos 2 ^^)(l-oo8 2 ^^)] = A*, babemus: 



Vi V"(l + ar«) /i A* /i A« 



2 



ite ut integralia nova eadem forma atque diversia argumentis gaudeani 

29* 
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Simili ratione cum et alterum integrale, et nonnuDa aHa special« 
formae reduxissem, eonieeturam meam haue aase yeram redoctionis borum 
integralium naturam, ülustrissimo Jacobi, cuius oonsilio sapientissimo doctri- 
naque singtdari adhuo fruor, propostri. Hio vir yenerabtmdus de inte- 
gralium generalioris illhis formae reductione iam diu frustra disqtrirenti 
mihi Substitutionen* £eneraliorem irrationalem in finem propositum eoncH 
munioarit hanc: 

2y es /?«+*H-«^T/T*-~ bz+c*) 9 
qua et summa et differentia integralium: 

y % dx r dx 

V r "[(a4.*a^+cflP a )(«•^-rf)(a? l +e)] , / Yl{a~bx+cx*){x*+d)(p*+e)}> 

per anum integrale Abelianum exprimeretur« — Hao ex aubstitutione da-* 
rissimi Jacobi egressus, mox totam reduottonem omnium integralium Abe- 
tianorum primi ordinis ad talia integralia eiusdem generb inveni, quae rea- 
tibus ipsius (f)x faetoribus gaudent. Et adeo, cum integralia duo nora 
diverse eodem argumento gaudentia ad eadem integralia 9 aed dhrersorum 
argumentorum reventrent, CL Jacobi bano integralia divisionem egregie 
eonspirare animadvertit oum ea, quam tuno temporis eonsiderat, theoria, 
eiuamodi integrale etiam in Analysi non unicum, aed binorum aummam 
oonsiderandam esse; simul, vir cl. oum similes substitutiones etiam eodem 
auccessu, eo oasu adbibuissem, si omnea faetores funotionis (f)x reales sunt, 
me inaitavit, ut eodem modo ipsam quoque formam eanonkam tractarem; 
fieri enim posse, ut inde naseatur transformatio formae eanonioae meae^ 
iam diu usque ad illud tempus a me quaesita, quae indefinite repetita ad 
alios aKoeque modulos fortasse eontinuo deeresoentea ducat« Ego quum 
anteiligerem, quanti momenti Sit sagaenaima flla viri cl# divinatio, omni eure, 
ceteris omnibus disquisitionibus in praesens missum faotis, in haue diffioi- 
lem materiam inquirere oonstitui« Integralium novorum argumenta ea forjna, 
quam tunc eonsiderabam non intra limites reales eontinebantur, et adeo 
ad lormam eanonioam reductorum in mterrallo — 1 iaeerent neoesse fuit. 
Ulud ope theorematis Abeliani fundamentalis eommutavi, per quod ex trans* 
formationis formulis, quae ad imaginaria bina argumenta dueebant, tales 
derivavi, quae ad feales limites reveniebant ; hoo vero oommentatione mea 
antea memorata valde mihi sublevatum est« Per summam ealoulorum 
oomplteatkmem! per novhatem rei saepe omnibus analogiis destitutae, inte*» 
dum per ipsam oopiam metfaodorum e quibus soita electio faoieoda est, 
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facfle a tanto labore abhorres* Qui tarnen labor a me superatus, si quis 
alius, prosperos successus habuit. Iaveni enim tranaformationem integre» 
Kum Abetianorum primi ordints, per quam repetitam moduli simul omnes 
eadem fere rapiditate decrescunt 9 qua in transforinatione integralium ellipti- 
corum Landeniana 9 i(a ut ve\ per paucissimas transformationes integralia 
91a ad elliptica revocentur, indeque algorithmus caleuli prorsus in eundem 
redeat, qui in caloulandis integralibus ellipticis adbibetur, vel per pauoa» 
transformationes adhno adiecfas direete eomputentur. 

In hac igitur commentatione transformationum herum fundameuta de- 
texf, tbeoriam quam ampUssime exposui, demonstrationem breviorem atque 
direotam adieci, faoilem Algorithmum haec integralia definita et indefinite 
eomputandi attuli, quae per methodos usitatas nonnisi aut cum summa aut 
diffieultate insuperabili determinari possunt, Quoraodo integralia indefinite 
per theorema Abelianum ad minimum numerum redueantur et obiter indi- 
catum invenis et alii commentationi reservavi. Ceterum omnes formulas 9 
ad tramformationem meam speotantes, ita expolirisse mihi videor, ut eon- 
einnitas calculi, quantum credo 9 nihil desiderandum relinquat. Ad egre» 
giam vero oalculorum et theoriae ipsius per se ipsam eonfirmationem osten-» 
dendam 9 simulque oaleulum expeditum pro iis easibus offerendum, quibus 
moduli omnes proxime ad unitatem aooedunt, eadem oura transformatio- 
nem quoque inversam 9 quae ad modulos oontinuo maiores duoit, et cal- 
euli rationem idoneam, quae in flla methodo adbiberi debet, explicavL 
Postremo 9 ut exempla, oomputationem duorum integralium definhorum se» 
eundum utramque methodum institutam, adieci, et perfeotum oonsensum 
Talonim, via opposita inventorum 9 nactus sum; quorum exemplorum alte« 
rum una cum brevi algorithmi expositione in oommentariolo 9 in Noris 
Astronomicis a GL Schumacher editis geometris oommunieavi« 
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Caput primum. 

De transformationibos integralium Abelianoram primi 

ordinis ipsis. 



L 

De oovä forma integralis Abeliani et da sabstitetioirfbiis lioearibos, qua* a forma cAaooica ad 

illam ducunt. 

Theorema fundamentale in quo ut principio tota nostra disquisitio nititur, 
boc est: 

Integrale Abefianum primi ordinis: 

Fz_dz 



A 



pro quibuslibet limitibus, qui inter intervalla quae per factores functionia 
sub siguo radioali eruuntur, continentur, per aggregatum duorum eiusdem 
formae exprimi potest» quorata limitea ut radieea aequationis quadratioae 
dantur, euiusque coeffidentes functiones rationales integrae argumenti dati 
z sunt, nee teeundum ordinem euperant. Cuius theorematis demonstratio 
a numero quantitatum arbitrariarum repetitur, quae in coefficientibus aequa- 
tionis quadratioae fundamentalis inveniuntur, eamque in peculiari integralis 
Abeliani forma digeramus, quae ad eam magis quadrat, nee non facillime 
ad nostram formam propositam reduci potost« 

Forma, de qua agkur, baeo est: 

*• J V"L(i-— **)(!— «•t> a )(i-riO(l — «0J f 
ubi F t (v 2 ) et F*(u 7 ) (uoetiones rationales pares ipsfais v, atque «, r, s quan~ 
titates constantes sunt« Iam igitur de substitutionibus liuearibus disserere 
placet, per quas a forma canonica ad baue novam reveniamus« 

Introducamus substitutionem linearem: 

Z — — f- , 

ubi m, n, p 9 q quantitates adhuc determinandae sunt« Iam patet fore: 

dz (pn — qm)(p-\-qy)dv 

ubi kv produetum horum sex factorum erit: 
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P + 9 V * 
2 / (P—m) +(? — r*)v, 
(p—Pm) + ( 9 -k*n)v t 
(p-tfm) + ( 9 -.)?n)v, 

Iam vero expreuionem 

(P»-9™)(P + 9V)F>(2±!$, 

hac forma exbibere licet: 

/i fr») + */a (v a ) 

ubi per f(v 2 ) functiones integrae pares ipsius v significantur. Numeratore 
igitur denominatoreque per: 

multiplicatis, ad formam 

F, (v*) + vF 2 (iO 
devehimur. 

Sex vero faetorum, ut ad formatn radicalis Lv praesoriptam per« 
veniamus, biai ad formas: 

applicandi sunt, unde 30 diversos casus nauoiscimur, Ceterorum quater» 
norum, cum biai forma: 

(1— au), (l + av) 9 
induant, necesse sit, quae conditio ad aequationem quadraticam inter coef- 
ficientes m, n, p f 7, ducit, in de duceni casus oriuntur. Itaque 360 diver« 
sas substitutiones lineares quaesitae naturae adipiscimur« Iam vero in ha- 
rum numero etiam 120 imaginariae erunt, id quod ex deductione substi- 
tutionis ipsa derivare licet« 

Designemus hunc ad finem per: 

tales quatuor iüarum sex functionum (2.), ut priores duae respeethre ad 

formas: 

(l + t>), (l-i/), 

posteriores ad formas: 

(i-ai/), (l+av) 

applicentur. Quaatitates igitur t 
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*> ßt 1, *f 

e numero quantitefam 

-oo, 0, fr h\ *», 1, 

arbitrio adbuo eHgendae enmt. 

Habemus vero ha» inde aequatwnes: 

3. (/>— am) = (f- «*), 0>— ßm)« — (f_(J«), 

4» 0»— ym)»«±(y— 7»)«, (j— Jm) = T(?— *«)«. 

Ex aeq. (4«) « elimmato, seqwtur haeoc 

0»—ym) (?—*») s= — (/»—**»)(?— 7 Ä )> 
ahre: 

S. 20>f +y*m») äs (m?+?«)(7 + f); 

qua aequatione oum aequationibus (3.) oonhmota, Talons quantitatum: 

quarum una quaelibet =» 1 potri potest, determmautur. 
Quam determinationem ita iaeiamus. ut pooamust 
6. p — amssM, y— a/x=»iV, /*— ßm==P, f—ßnm=Q t 
uade tequitur: 

quibufl raloribus in (5.) Substitut», cum ß — a eranesoere nequeat, wdV 
prodit aequatio: 

2(ßitf— aP)(ßN— «0) + 27*(»— JP)(iV— Q) 
c= [(Jf-F)(ßiV-a<?) + (iV-<?)(ßitf-.oP)](7+#). 
Iam rero habemus ex aeq« (3.) et (0.): 

Äf=r#, P»— 0, 

quibus Substitut!*, erit aequatio fioaus: 

M*(ß-y)(ß-t) » P l («-7)(a-*). 
lüde sequitur Ibre: 

* "F "~ * ' W-y) 0*-*) ■" F* 

Habemus fgitur ex Ins raloribus, aequationibus (7.) adiuti: 

mm* /[(«— 7)(a~#)]T V r l(ß-7)(ß— *)], 

* «= iT[(a-y)(a-*)]± /Kß-y)<a-*)], 

* ^=ß/[(a-7)(«-*)]Ta^[(ß-7)(ß-^)]. 

* «0/7(a-7)(«-*)] ± «/[(ß-7)(3-ö*)). 
lüde videmus, Substitutionen) fieri imsginariam, nisi quantitas: 

(a— r )(a—d) 
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positiro valore gaudeat. Id quod fieri nequit, nisi quantitates a, 0, 7, £, 
ex sex quantitatibus memoratis ita eligantur, ut nee 7 nee # sola intra a 
et ß, quod attinet ad magnitudinem, iaceat, 

Jam vero: a = — 00 posito, inde quinque suppositiones ipsius ß in 
ordioem sequuntur, quarum prima 6, quinta 6, seeunda 3 et quarta 3, 
tertia vero 2 diversos casus suppeditat; itaque bao in suppositione prima 
riginti casus habemus, unde ob aigni radicalis duplicitatem, quadraginta 
substitutiones reales tliversae emanant. Eodem modo: 

a==0, =ft 2 , «A*, ^i\ =l f 
posito iode 240 substitutiones reales derivamus. Easdem etiam ex primts 
quadraginta ope sex transformationum fundamentalium classis A vel clas- 
sis B f quas in commentatione prima de integralibus Abelianis art III. vo- 
carimus, nancisoi licet* Nimirum hae fiierunt formulae: 

class» Am class« B. 
if * *— ' ff i— *' !-*»* 

in v=l=^- t- * a * in r— k '~ x * *-*'« 

IV. y«^. 1 ^, IV. y = ^(l-V*), 

per quas integrale: 

(^+Bx)«fs 

in eandem ipsius formam: 

(Jif-f Ny) dy 

y (i -r)(i -•V)(i-W)(*-"»*rrf f 

redit. Looo citato bas substitutiones ampliua exposuimus atque in quaque 
modulos c 9 I f m % ex modtilis £, A, 0, determinavimus* Fädle vero ex ar- 
gumeotorum consideratione patet, si in quaque formula classis A. vel B. 
loco z quamlibet fonmilarum quadraginta substituamus , atque k f A, (x, 
per c, /, m> semper exprimamus, inde novas illas substitutiones quaesi- 
tas oriri. 

Creams Journal d. M. Bd. XTI. Hft 3. 30 



fori 

fn 
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lade ex formulis generalibus exempli gratia omnes substitutiones 
formae: 

faoiltime derivamus« Posito euim primo looo: 

ass — oc, = 0, 

babtKuus in formulis (9») 
ergo: 



f=±a/(7*)> 






Seoundo vero posito: 



a = 0, 



oo, 



erit ex Ibrmulis (9.) 






w=Tßi 


« = ±ß, ^ = 3/"(7^), ?=(3/(7^), 


ergo: 


zss± mWT 


— v 


Iam vero quaotitates 7 et h hta sex valoribus 


eohaerentibus gaudere possuot: 


Y — f^f 


<S=sX 2 , 


y«X*, *=*», 


7 = <*% 


£=**, 


y = A% $=t, 


7 = f*% 


*«1, 


y Ä *>, J=l, 


unde ad bas viginti quatuor sobttitutioaes formae praesoriptae derebimur: 


/ h 




. t t— f 


1 II. 


4. i * + » 


, I l-i» 
*~ Zkp'l+v' 


) III. 
11. < 


— p 1 — V* 

.1 i + v 

±kXl—v> 


. t t-v 
* — *■ r'i+v' 

. 1 i-v 


/ Y * 


A. 1 — V 


_. 1 i-v 

«-±Ti +v » 


\ VL 


k 1 — t/' 


. 1 t-v 
— * t + t> 



Iam igitur ex anteoedentibus patet, si has formulas in formulis fundameo» 
talibus classis A. vel elassis B. introdueamus, euoetaa 144 dirersas substi- 
tutiones inde emanaotes prodituras esse. Re vera hie classem B. non alias 
substihitiones proereare iade ekrum fit, quod per formulam quintam: 
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ubi moduli c, /, *», tales sunt, ut babeamus: 

revenimus 

ex formulhi I. ad formulas V. f 
- - - II. - - - VI., 

- - - in. - - - in., 
. . . iv. - - • IV. 

Sed etiam via inversa ad easdem substitutiones lineares proficisci lioet. 
Ponamus enim hunc ad finem, quantitates o, r, s reales esse, et tales ut ah: 

Iam igitur faoile perspicitur, quantitates: 

.111 1 

*> T> T 9 T 9 ~T> ~*» 

triginta diversis modis secundum lpsarum magnifudinem permutari passe« 

Nam quantitates; — , —,15 diversis modis in sex locis, ita ut: — > — 

maueat, poni possuut ; atque permutatiouum vioenarum quaternarum quan- 
titatum : 

Ü M 

noBDisi binae bae adhiberi possunt, in quibus est: 

unde trigiota series illas diverses omnium sex quantitatum adipiscirour. 
Iam vero in eommentatione iam allata art. IL demonstravimus, integrale: 

, 2 f F* djx 

per duodeeim substitutiooes in formam eanonioam transformari possc, qua- 
rum sex priores elassi A. adscriptae, si per: 

tres se excipientes quantitatum a in eiroulo seriptarum, quae baue legem 
sequuntur : 

13. Ä l >a 2 >a3^a < 4>aj^o 6 , 

designemus, bis förmulis eemprehenduntur : 

30* 
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16. 








2) 
3) 



et sex posteriores olassi B adsoriptae, his formulis: 

Looo igitur seriei quantitatum a (13.) qualibet illarum triginta permutatio— 
Dum sumta, iade duodeoim, cunotas igitur 360 formulas tales derivare Ii~ 
cet, per quas ad formam canonicam ex forma praescripta perveniamus. 
Inverse igitur, seraper quantitatibus a, r, s, per t, X, ft, expressis, idquod 
si permutationi propositae satiafiat, nonnisi singula ratione fieri potest, inde 
360 diversas nanoisotmur substitutiones naturae desideratae, Harum sub- 
stitutionum 120, in quarunk permutatiooibus dispositio quantitatum: 

eadem est, ad formulaa non reoentes, sed quae iam ia oeteris invenieban- 
tar 9 ducunt; attamen ex diversitate permutationum cohaerentium ad rela— 
tiooes quantitatis modulorum t, Ä, p, tales, ut: 

P^K, P^t*> **<f*> **>P etc. 
oonoludendum erit. 

Permutationes illae enim triginta erunt: 
1 



.>i 



5 a 



,>i> i>_.« 

a r a 



a a 



8 
1 



~^>— 1 



*) i>-> r> 



1 

r 






->-i> 

r 



5) t>l>-i 

a a 

6) 1 >->-->-!> 7 

a a r 



n t>-> 



i>-i>-i> 

a a 



s 

s 

Ji 

s 



«) i>->-: 

r a 

9) !>->- 

r o 

10) i>->- 

r j 

r a 



12) 



!>-> 



13) i>l>i>~f>-l l > ^ 
14)->7>1> ->-• =-> 

r 9 ~ 



a 
1 



1 
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16. 



15) 7>1> 4> ->-- 

r s a a 

I6)i>l> -> i>_l>-i 

a r s 

|17) 7>1> ->-l> 7 

a r 9 



18) 1>1>-1> i> 1 

a r s 

1 

* 
1 



|19) ->t> 

1 O 



r 



[20) ->1>— 1> i 

« r 






r 
1 



a 
1 

1 

* 
1 

* 
t 

» 



23) i>i>i> -1 

o r - 

24) i>i>l>- 

a r 
111 

25 > I>7>7> 

26)i>I>l> i 

27) i>i>l>- 

r a 

28) i>i>l>- 

r ii 

r * q 

30) i>i>i 



«. 233 



21) ->1>- 

a 

22) i>f> 

Quibus cum formulis (14*) et (15.) collatis, videmus, permutationes: 

4 et 11 , 5 et 12, 7 et 15, 10 et 26, 20 et 27, 22 et 30, ad bi- 

nas easdem, et adeo permutationes 6 et 13 et 14 aeque ao 21, 28, 29 ad 

ternas easdem formulas ducere« 

Inde rursus 24 illas formulas formae: 

— JL L±H 

c 'i + v 

derivare licet« Si enim in permutationibus, ubi + * •* 
in formulis (14.): 



a 
a 

2 

a 
JL 

a 

a 
i 

o 
1 



1 se excipiuot, 



^i 



-it 



et in forniuli* (15): 

ponamus, nanciscimur ex permutationibus: 






1) SS 

2) * = 



17. <3) 



J 

M 
1 

*?* 
1 

1 



8) *= 

9) * = 



kl' 



+« 



-V* 












1 

•■V 


I— V 

1-t-v* 


1 


1 — V 


*— T" 


l+v' 


l 


i — t» 

1+«» 


i 

•"V 


i — V 

i+v» 


1 : 


L — v 
l+v' 



iransfermatione inUgrah 



10) 



t l+v 

3 7"i-v» 

20) vel 27) *-- J^ 

t w-i 



1 1— v 



17. 



21) vel 28) vel 29) x 



p'ZTi* 






22) vel 30) 
24) 
25) 



Re 



substitutio 



i v—t 



1 l»+ 



*= 



1 v+ 



k ••- 



— a '..Tl» 



prout: A 



4* vel A<** duas, substitutio: 

1 v + 1 



* SS 



prout: A*>/tft rel A*<*fi rursus duas, et substitutio: 

prout **>A et **>/x, vel * 2 <A et i 2 >n, vel **<A et *»</» foerk 
tres (Svens* series sex quantitatum ttlaram praebet. 

It. 

De traotformatiooe irrattoMK foraae: 

m + w< + pf 

»■i+M+Pi«*' 
per qaan integrale in dnonna aoTeram Aggregates tiauforautar. 

Introducamus . ut demonstrationem troa eam trtnrformatiooe ipta 
digenmus, in formulas diflereotiales: 



v' 



1. 



F, (**) «fv 



VTXt -v*Hl-a a i/*)(l — rv)(l— tv)] • 

2. -. y-y.y?*» 



baao 



3. t^« 






tibi fonctiooes rationales integrae: U et V argumenti t secundum onfi- 
ntm band superante», oommuoi faotore oarent. Iam dioo, sex ooeffiden* 
te» in functionibus U et V provenientM aemper ita determiaari posae, nt 
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utrtimque integrale (1.) et (2.) in aggregaturo duorum integralium AbeJta- 
norura transumtontur, Haben** eoim e formula (3.) , si aigoum : e = ± 1 
iotroducitur, 

unde aequuotur hae formulae: 

/ dv _ _* VdV—Vdr 

\ dt ~~ 2* rr(ur) 9 

5. ^(t-^d-q^) .. (r-!7)(ir— >IT) f 

(l- r ,,)(t— „) « Z±!^=ffr+»)V( m< 
Quibus formulis apte compositis, funotionibiuque: 

F i\p)> F *(r)t 
wt funetiooibus ipsit» /, per: 

n,f, n 2 f, 

denotatis, hae aequationes prodeunt differentiales : 

ß fiiuüiü 

V[(i— v*)(l— «»v*)(l — rv)(l— iv)] 
~~ ±a *V*lü(f r — 17) (r— a »l/)(^-fr«l7— «(r+a)^^^))]» 

Vl(l— v')(l — a*w*)(l — rv)(l — *»)] 

Signum + oh radicalis ambiguitatem adiieiatur, necesse est, quia semper 
expresoiones : 

dv __ , Tl t t VdU—VdV ,// (l—v*)(i-a*v*)(i-rv){i-sv) \ 

dt ~~ ±e F t (v*y dt 'VKinr—uxr—a'ux^r+rsU-Hr+syViur))) 9 

dv__. n,< Vd U— tTrfr ,// (1 — «')(!— q»t;»)(l — rv)(l— «v) \ 

d*" 1 »^»»' d« * » V^ f— Ü^V—u* ü) (^MÜ-»(r+j) V(UV))I * 

«ödem signo ao: 

dv __ j_ Vdu—Udir 
dt ~~ 2* rv~{ur)dt' 

gaudere debent. In utraque aequatione (6.) et (7.) nomioatorem numera- 
toromque multiplicemus per: 

atque expressionem in mimeratore ita transformare Teümus: 
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jt r+ rs tr+ vT(r~r«P)(r.-j»g)]\ + g Jj r+rsu-v-Kr-r'inir-s* pfl v 

Tum vero ponamus functionem: 

(F— i*U){V— #U) 
quadratum esse funotionis rational» ipsius t, nee non breritatv gratia »t: 

ita «t habeamust 

10. / [ r+r < g+ t (r+ < )/-(^)] « fl r ^* r ) +«| f > +" 1 g -») . 

In aeqiiationibus (6.) et (7.) bis omnibt» substitutiooibus facti*, wifyfaw- 

mur bas: 

,, (F t v*)dv 

*■• V[(l — »*)(!-«» «»)(!— r»)(i— «»)] 

~ 2"- ^ * V[2 tf^— ff) (f_«« tf)] IIlf » 

,o t;(F, v») dv 

*** \r[(l— w«)(l— a a v a K»-r«)(i— «»)] 

« rdv—vjr [V(F--t-r3 t/+ y> -fgy^r+r» ir— yfl n 

Signum e x=s ± 1 ex oomparatione expresuonnm qaantitana -~ determina- 

tur, ita ut, oum sit: 

JLi — i — n >* 
F t v* ~ » ~ f,«»» 

e congruat oum signo expresuoniac 

.~ yrur-T* uur—* u)(r—u){r-m* vn # . 

*) Varietät *igaoran quadruplex, per eigea e et s eopra abaeloU, geoeraliter ita ex- 
plicatar. 

Peaam»; 

f (*»'V* _ F __ 

J •[(i-i>')(l-4.*» , )(i-ri0(i-t»)] *» * # 
Facile ex aeqoatiooe (11.) dtrhratar, aequatioae (8.) adhibiU: 

\dt ) ~ *\ W^t / l/(r—«7)(r— a»T) 

aade radieali eV*(17f) eliaiinata, ndems diflpreiuule (-j*-) radieem eaae fcofat aeqnationis 
quadnttico - qnadratirae 

dv ) *\ Wdt ) *r(F— ff)(r— a*ü)\ ~ T * \ irdi / 'i^(r— 47)«(r— ••io*' 

aade qaadreplicitaa ftignerem sopr/i expesita origiaen trabif» 
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Iam vero de funetionibus, U 9 V, JF nonnulla theoremata äffen* plaoet» 
quibus adiuti aequationes (11.) et (12.) commutare Iicebit. 

Primum faefle demonstrativ, quantitatem: 

VdV— UdV 

WTt f 
abire in oonstantem* Habemus etrim has aequationes identicast 

(V—r*U)dü—üd(r—r>U) b VdU—OdV % 
(y—s>D)dU—Ud(V—s l U) 5= VdU—UdV % 
quae ostendunt, quemque faetorem funetionem (F—r*U) vel (V—s*U s 
bis metientem etiam funetionem VdU — UdV metiri, Iam vero fuit: 

nee fuootio JP\ quae quadratum eompletum fuit, talis esse potest, ut 
faetores: 

eodem eommuni gaudeant faotore, quippe qui factor simul fonetionis U et 
V y eommuni faotore oarentes, metiretur, Unde oonoluditur fore: 

VdV-V dV _ r 

ubi per C quantitas eonstans expriroitur. 



Detnde obtinemus, funetionem U cum funetionet 

aeque ao cum funetione 

(F+rsU— ßT) 9 

oommuni singulo faotore gaudere, simiiique natura funetionem V fruL 
Habemus enim, posito: 

r+rsu+tr** m, r+r*u—jr=N 9 

has aequationes: 

M.N im (r+s)*Ur % M+2V = 2(F+rsU). 

Cum funetiooes U> V f fP> M et N seeundum ordinem haud superent, ex 
priori aequatione sequitut* aut funetionem M alterum facterem cum D f 
alterum eum V eommunem habere , simulque N eadem proprietate gau- 
dere, aut funetionem U vel V utroque eommuni faotore eum M gaudere, 
simulque funetionem V rel U eum N. Si vero funetio M utrumque fco* 
torem ipsius U contineret, eosdem faetores etiam funetionem 2F—N me- 
tiri, aequatio posterior docet, sive quia V et IV oommuni utroque faotore 
fendent, etiam V et TV ipsas, id qtiod, quia V et U oommuni faotore oa- 

GreUrt Jamal A M. Bd. XVI. Bft.1 31 
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rent, fieri nequit. Eodem modo intelligitur ipsum M utrumque factorem 

ipsitift V continere non passe. 

NU igitur restat, nisi assumere id quod demonstrandum erat; atque 

ponere licet: 

U=(a + bt)(c+dt), M^zC^a + btXe + ft), 

F=*(e+ft)(g + ht) % W = C 9 (c+dtXe + ht), 

ubi quantitates a, b> c etc., C ly C 2J oonstantes sunt. Quibus expressio- 

uibus in aeqiiationibus (11.) et (12.) substitutis, facilibusque reductionibus 

institutis, habemus: 

14 (Px *«) dv 

**• V"[(l— v a )(i— a*v a )(l— rv)(l— st/)] 



«* v(F 2 v 2 )dv 

# V^[(l-i/ a )(l— « a t;*)(l— rv)(i-si;)J 






Quia * functiones U et f secundum ordinem superare nequeunt , ponamus : 

U = m + nt + pt\ V =s m k + n k t + Pi t\ 

Ut vero functio : 

quadratum fiat, quippe quod quartum ordinem superare nequeat, duabus 
inter coefBcientes m f n 9 p, m ly n L9 p l9 aequationibus conditionalibus satis- 
faciendnm est. Quatuor autem e numero harum sex quantitatum, quod 
attinet ad iliam conditionem, indeterminatae maueant, necesse est, quia 
substitutione : 

instituta, functio {V^^r t U){F'^s z U)y si antea quadratum functionis ipsius 

t fuerit, in quadratum functionis ipsius ca abit. Duae igitur quantitates, ut 

Alis duabus aequationibus conditionalibus satisfiat, remanent, ita ut adepti 

«Emus 

tbeorema: 

„Substitutio: 

w . ^ = m ± nt +r% 

„semper ita determinari potest, ut integralia Abeliana primi ordinis formae* 
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V"t(i— ti»J(i— a*»*)(l — r»)(l— sv)] 

m 

„ad aggregatum integralium eiusdem ordioia, quorum argumenta inter eoa- 
„dem omnia limited cootinentur , reduoantur, et adeo trea quanfitates ar- 
„bitrariae io tranaformatione remanent." 

III. 

Qaonodo dao lategralia oo?a ad eaaden formam dimsaqne argumenta redoeantar« 

Aequatio fundamentalia (16*)» ut quadratica argumenti / traotar 
poteet, quae radicibus t t et t 2 gaudet; ergo, cum fuerh: 

1 # /*(p— Pt^ + tin— .^ti^ + Cni — ifiiti 3 ) es 0, 
babemua: 

p— Pxt>* * 






p— PiV ' * 2 P—Piv*' 



lüde sequitur, quantitate u* eliminata, baeo inter radices t t et / 2 relatio: 

(np i — n k p)t l t 2 + (mp l --m x p)(t i + t 2 ) + (mn k --nm i ) = 0, 



aive r 



1 (mpi — mtP)+(npi — njLp)*M' 

unde derivatur haee formula: 

* df x (mp, -m, p) t -(m« I — nw,)(iip g —w y p) 

df a [(mp f ~ nnp) + (np»— HxP)*!! 5 

aive numeratore =g nominatoreque = n\ breritatia gratia poaitia. 

* dt i _ ff 

d t a 7i* 

Tum habemus: 

6 t;* = — = m + " f * + ? '? — m +»'a + P*S 

Ponamus ?ero 

#i = m + « *i + P t\ , 

Vi «= "»i + "i'i+/>i'?, 
U 2 = m +nt 2 + ptl, 

7. ( ^i = ™1 + **2 + Pt t\ 9 

^ ^ • 

^ ^T — ' 

E formuli« (7.) et (3.) aequuntur hae: 

31» 
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Cum two mt: 



« _ f r^r^-^dr. i ~ jr. _ f r t du t -u,dr, -\ y 

7 Ä l v.c.dt,, J '» et FT ~ L *~ Co «//, I " 

«nde formuta (5.) adiuti, nauciscimur haoo: 

10 ^» -a — y » 



Qiribus formulis oollatis, babemtu: 

rtdu^-Urd r, 3 c dt ^ r * dt 

iij^ssn^,, 11,^ = 11,/,, 

Has formulas introduoamus in aequationibus (11.) et (12.), ita ut loco 
ipsius t ponamus t t , quo fit : 

V[(l— v»)(l— a» «•)(!— rv)(l— ««)] 

4. £a F« '» •**» (*%+" # , +»%)]</*, . n« t, . Vft(r, +r < p. +y.)j <*<. i 

± 2l vnLir^^-üoC^.-a«^,)] - V^ a (>a - 1>») (F. -«' tf.H i ' 

!• t>(F,t>')rfv 

• V[(l— i/ a )(l— a* «*)(i— ri>)(i— *»)] 

_ . C f n, *» ♦ m (^, +r» tr t ->r)l <* «, , n, «, . vtur* +r« tr»- y.)] i 

Ex us adhuc, quae in artiouio antecedente exposuimus, sponto, denotatio- 
nibus ibi adbibiris bio introduotis, sequuntur aequationes hae: 

14. __ F, 9* dv 

V~[(l- v*) (i— «» »*) (1— r v) (1— #»)] 

— + gyy « r <«+•/<») n, t t dt , 



A 
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je vV z v*dv 

" # V[(t-v*)(l-a* V *)(l— rv)(l-$v)l 

— . crvy, r fc+**,)n« *,<**, 

.__ (g-M*,)n,* a rf f« i 

x yri(o+ du) (e+/t>) {r % - tf a ) (f; -•• ü g )]J • 

Limites argumentorum 9 inter quo« integrationes Jadendae sunt» K 
valores radioum t t et /* sunt, qui com datis limitibus argumenti v cohae- 
rent. Signa + pro dirersis ioterrallis determinanda manent* Inda ex 
faac disquisitione igitur sequitur hoo 

tbeorema. 
„Aequatio quadratica: m 

„semper ita determioari potest ut integrale* Abelianum : 

(F t v*+vF r v*)dv 
Vll— »•)(!— ••*•)(*— rv)(l— rv)] > 

„ad aggregatnm duorum integralium , eiusdem formae Abelianorum f quo* 
f9 rum limites bini ut radices aequationis fundamental!« quadraticae dantur, 
„reduoi possit, imöque tres inter eoefficientes aequationis propositae arht- 
„trariae raaneot." 

De sttbstilutiooe formte: t>* äs *-rf • 

Tribus quantitatibus arbitrariis eo utamur, ut formam radialis in 
integrafibus novis, ad eandem unam 9 quam proposuimus, reduoamus. Quem 

finem per parem funetionem looo ipsius =• introduetam adipisei lioet, Ha 

ut inde per substitutiones lineares adieetas 9 rursus omnea shnfles formae 
derirsri poasint. Habemus enim, ut, boc fieri poste, demonstremus, positoi 

loeo formulae: 

tf -r *» + »' + P** 
"«i+»i<+Pi« a 

baue 

„t ^ m(r+t"Y + »(r+9»)(«+ß°>)+p («+/?*)* 

ibi o, ß, 7, J, ita eligere possumus, ut sit: 

2y£w +(yß + a£)*4-2fcß/> » 9 
27^+ (7ß 4-^)/!,+ 2aß/> Ä » 0, 
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unde «equitur: 

a , ß 2(pjm— pm x ) a ß {^m t — n x m) 

7 9 (px»— p* x r /*£ (pii — pn,) - 

Quae aequationes docent, si expressio ; 

(p i m—pmtf+(nm l —n i m)(p x n—-pn i ), 

quae eadem est, quam in (4.) ariiculi praeoedentis per g denotavimus, po- 

et 3 

»itivo valore gaudeat, quantitates — et -y semper reales ita determioari 

posse, ut formula -y funotio par ipsius *ü fiat; inverse omnes ex trans- 
formatiooa 

* = jr> 

ubi =■ funotio par fiierty derivatas ea proprietate gaudere, ut quantitas g 
positiva Bit, sive, quod ex aequatione (art* HL) (4.) dum t k et t 2 realibus 
valoribus gaudent, sponte prodit, ut argumenta t x creseente, argumentum t 2 

u 

deeresoat. Ab hac igitur aingulari forma, ubi -y funotio par ait, proficisoen- 
tes, totam transformationem digeramus* 

Ponamus igitur: 

1 tf s- *» — g<» — u 

»I— ?x* a "' 

atque oonditioni per coefficientes satis fiamus, ut funetio: 
quadratum oompletum fiat. Habemus vero substitutione instituta: 

«((m 1 -r l m)-(f 1 -» Ä y)^)((m 1 - < j s m)-( fl — **?),»), 
quae funotio quadratum fit, posito: 

2. aut, 2i = *% et ^aA 

3. aut, ^ aa r», et li = j». 

Priori easu, unde alter, r cum * eommutato prodibit, posito, babemus bas 
formulas : 

v •■ r Vm#* — gr»lV* 

4 / — — — «.mg(j»T»)< 

*• * dt ~ v^r,*_,;^a)»( m _ f/ *)j» 



m#* — ji^l* 
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l ms* — qr't* i* 

4. ) (i rtf v t w)= P^(^--^«»)-^y'0"--iig»)1[vnr»u»-y'i')-»ir(i»-- 1 t«)] 

J v A ' (ms*—qr*t*) 

— UJLmS f w ' - aY K m s'—qr*t*)(m—q «')] - q r l'l 

In ultima formula numeratore denominatoreque per: 

m x + s f[(m s 7 —y rV) (m — q <*)] — 9 rt\ 
multiplicatis nanoisoünur bano aequationem : 

H— r»V1— «*ri — — * (* +r)(r~r)«wg.l s 

<■ A ' (»«•—»r Ä l*)[iii«+«V((»i«*— gr a <")(«— «*•)) — jr* a J' 

Iam vero Formulare identicam proponimus : 

ms + ef((ms i --9r l t 7 )(m—fti x ))—frt? 

— ri// (^V r '"-rf^)(Vm+fr g )\ | c j// (5y»t+r<Vg)0rm^<y g )\ V 

Qua formula io antecedenti substituta, babemus: 

1 

(t— rv)(i— ««) 
(ms'-gr»«') ^ f |// (< Vm-r « V- ? X Vm+<y g ) \ +g ^ /(j^m+rtV^Qr,,^«^ !« 

Ex omnibus vero bis formulis apte oomposiu* sequitur, si brevitatis gra« 

tia ponimus: 

(1— t/'Xl— c l t^)(l— ri;)(l — sv) as 0t>, 

i/ fo-M x i \ — flf 

*\ 2$ •m"(*»-l)(a»— «»)' ~* * 

fore: 

e F T v a .«fu 

fi t> (P, t>») <JV 

ubi fanctiones üi* 2 et n 2 * 2 loco funotionum : 

tA "-f. )> fA m -V-*), 



/ 
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introductae sunt, atque Signum e = ±l> cum sigoo quaotitatis: 

-(.•-r-).y[-(i-^.^}.» )(»-|.fef;.-)] 

ooogruat, neoesse est« 

Si formulam fundamentalem ut aequationem quadratloam puram 
ipsius t tractamus, ita ut babeamus: 



q m t — r*v z v 

radfoes ita distinguere placet, ut pouamus; 

Io forinulis antecedentibus igitur, argumeoti t loeo, in termioo seeundo 
introducamus / x , atque / 2 = — *t pouere velimus, ita ut babeamus : 



UM brevitatis causa posuimus: 

« 

Quibus formulis adiuti, bas aequatioues ex (5.) et (6.) deduximus, tibi, 
ut supra, posuimus: 
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*• "vTf5~ * l v"<-öO * v*F5ü) J 

,0 - -v^ij — *•**[ — n=5ö ' — vK- »i.i — J- 

In utraque parte integratione facta, nil restat, nisi ut iimites adhuo argu» 
mentorum definiamus, iodeque ralores sigDorum e et e deducamt», pro 
aliis limitum iotervallis alios» 

Hudc ad finem, ut disquisitionum stabiliamus, e nomero triginta per« 
motationum uoam praeferamus , qoae et ad aimplkiorem formam nbati* 
tutiooU : M M 

oec ad particuliares modulorum conditiones dürft, atque pooamus: 
Limites argumentorum nune in hao tabula eomprehenduntur« 

Limites ipme «. Limit» ipriot f a « Limites iptiai t t . 

±». i^| —ri-' 

±i. .... • te-sb tfrish. 



1 



|+#oo* • • • • • !„ . | - 0D# 



12, < +-L 0. 0- 

±1 f(t-s=s> n?^). 

±/oo f fe -4V-. 



Formulis differentialis babemus: 

dv 

dt, 
dv 



= l/üL (« a -r«)» 

» f * VX(i— r» v»)» (1— #• i>*)]» 

Qoae formulae, cum, t; Tel evanescente, vel in ±<x> abeunte, ipaae eva» 
netoant« contra, t>=±- Tel =±— poatto, in infinitam abeant, maxima 

9 m 

Crctle'a loaratl d. M. Bd. XTt B&. & 32 
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et minima radicum t t 6t t % pro bis valoribus dari , indieant» Prior for- 
mula dum argumentum v: 

Tel ab — »oo, ad ~ — , vel ab 9 ad 

pergit, negativo, dum argumentum v: 

vel ab — — , ad f vel ab 0. ad ioo 

pergit, imaginario valore formae — it* % dum argumentum v: 

1 1 

vel ab —-, ad — • vel ab — ioo % ad 

pergit, imaginario valore formae iP* gaudet» 

Yidemus igitur, argumenta t t et t 2 in intervallis in tabula assignatis 
aimul cum intervallo v, altero cresoente altero decresoente, oontinuo pergere. 

Iam porro ad determinationem signorum $ et e aggrediamur« Ha* 
bemut ex formula (4.) 

quia t f looo argumenti t substitutum est« Videmus vero expressionem : 

r \ms* — qr*t\J' 

pro omnibus valoribus in tabula nostra eomprebensis argumenti /, , posi« 

tivam esse, uno intervallo y — -^— excepto, ubi imaginaria formae 

iP* est« Ergo iure conoludinius pro positiv!* atque imaginariis formae: 
iP 1 valoribus ipskis v f fore: e = -\-l f pro negativ is atque imaginariis for- 
mae: — iP\ fore: *= — 1» 

Inde extemplo, formula (7.) adhibita, emanat, Signum e idem fore, 
ao sigoum expressionis : 

superiori signo pro positivis, inferior! pro negativis argumenti v valoribus 
valente« Signum igitur buius radioalis pro diversis intervallis quaerendum est* 



I. Argumentum v iaoeat intra: ±oo et ± — • 
Expressio: 

^I('-T^'.)('+^'-)]±#+7^'-)('-^'.)] 
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in baue abiti 

^M(7^'.-')(^'.+«)]±^(7^'.+«)(^'.-«)]). 

quae, superiori sfgno ralente, formae: 

inferior! Talente, formae: 
erit f quia babemus: 

Alter faetor: 

erit» quod attinet ad signa, dum argumentum v: 

rel intra: oo et l f vel intra: — 1 et — — * 

* r 

iaeet, formae: P*f(l — l) f dum vero argumentum v: 

vel iotra: 1 et — f rel intra: — oo et — t 

r w 

continetur, formae: — J*/* — U 
Inde colligitur, fore: 

pro intervallum + oo . . . . ± 1 , eo+lf 

pro Intervall«: ± — . . • . ± — , e » — 1» 

II, Argumentum v iaeeat intra: ± — et 0. 
Faetor : 

quia est: 

•emper posirivo valore gaudet 

Faetor alter dum argumentum v: 

Tel intra: — . ••. — % Tel iotra: — — .... — — , 

iacet, n^gativo, dum argumentum #: 

32« 
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vel intra* — et 0, Tel intra: et — — 

a J a 

progreditur, poskiro valore gattdebit» 
lade colligitar fore: 

pro interrallis: + — .*♦••• 0> e=s-fl f 

pro lnterralli»: + — ...• + — 9 eas — J # 

III. Argumentum v iaceat tntra: + — ..•• ±— # 
Hie ponere lioet: 



»V m 



= 0080, iä/-Ui»\ = «"©» 



üb! ^>0!>0 est. 

Quibus formulis adbibit», has babemus aequatlones ; 

atqtie: 

i'K'- t ^ '•) + Vi '■)] -Vl(«+v^ '•) 0- f i '■)] 

lila quantita* forma i*, baee forma 4"'^ gaudet» 
Faetor alter 

dum argumentum v: 

intra: — et — 

r 9 

iacet negativo, dum vero argumentum v: 

intra: 



* • t • — — ' 

s r 



contiaetur, imagmario valore formaet — J*/*— 1 frultur# 
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Ergo eri< pro intervallis: 

IV. Argumentum t; iaeeat int er: et ±i oo # 
Factor : 

f ormam : 

assumit* 

Factor reliqims, posito: 

i _ *r» 

1 iP __ . 

in banc fonnam abit: 



008 



— j — ±/s*n — ^ — { 



niide oolligitur forer 

in interrallre: ..«• + *» ißfttus v 9 es-f~l« 
Omnibus collect» habemus bano signorum # et s determmationem: 

pro intervallis ipsius vi ± — ♦ ... .... +/oo *... ±1 

pro intervallis ipsius v: ±1 ..•. < ±— .... ± m — • #•• ±— 

Iam vero integrale novum non modo ad eandem formam redicalis, sed 
etiam ad eundem factorum ordinem reducere licet, quem in dato integral} 
posuimtis« Id quod, nt ad comparationem prorsus simiEum integraüum de- 
nique perreniaraus, faeimus» Inter duos casus, quos ponere licet: 

ut factorem: (1— -**) in functiooe: 0/ edipisearaur, prior, nt finemprcpo* 
aitum naneiscaxnur, praeferendus est, unde fit» 
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Brentatn causa posito; 
faefle iotelligitur fore: 

i>r>r>r>-r>~ 1 

r f * s « x «i 

ti fuerit. quod erat propotitum: 

"^ r * a * 

Ponami» porro: 

Quibus igitur quantitatibus omnibus introduotis, ex addiüooe integralhim 
aequationum (0.) et (10.) bano memorabilem adipiscimur aequationera : 

* u J Vftl— »^(l— o*i> a )(i— r«)(l— ««)] 

** * tÄ 1/ V*t-(i-<!)(i-«!'JKi-r,* t )(i-# I * t )] 

•bi signa « et e , ut supra exposuimus, determinautur. 

lam igitar diverse Intervalle integral» propositi permigrantes, bano 
tabtüam deoique componere licet, ubi brevitatis gratia rursus Signum: 

0/ « (1-^C1-<J!)<1--4J)(1-*i0> 
fotroduotum est. 

1« Primum intervallum ipsius vi ab —1 usque ad +1. 
Limites v, t lt t tf 

— 1, +1, — 1,1 / »p ft> »+t>p,t>')J« 

-oo, +f, -f,f / TT**) 

__ /» M(P,«?4-'« *»«*;»*< ^ jf(p t y;+f,p,f;)rf#. 
J V(— ©o y v"(— ei a ) » 
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+ *>> +T» ~7»j f 'P*9+itP M v*)4v 

^ +/ ~v*Pe7T) J v(-e# a ) • 

Seoundum interyallom ipsius #: ab 1 usque ad — • 
II. I Tertium iirfervallum ipsius v: ab — r 



— • 



Quartana intervallum ipsius v; ab — « - — . 



I-, 30, —» 



Lim. v, t lf t 2 , 
, 1, -1. 



r' ' 'U ./ 7-ftT) 

-, 0, 0, \? f M<P,t\ +l t P,tl)dt . r M[P,t\ + t\P it \ )dt, 

1 [ J V(-eö + y ^z.-©^ — 

,0, o, 



a 



1 J^ 



III. Quinturq intervallum tpsius v: ab — usque ad . 

Lim« v 9 t i9 r 29 



f - y 



ft 1 1 ) f (FtV*+vP> v % )d v 

"' 7' — 7»( 7 v^Fö 

""7' 7» "" '«»/ "~ y V(— e/,> J v"^—ö* a ) r * 
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IV, Sextiim intervallum ipsius v; ab — — usque ad — 1. 




/ F l v*-^yF z y*)dv 
V"tyt>) 
— « r M(Prtl + t, P t t])dt , f M(P,fl+t a P a t\) a tl 

~+y ■ Wr©?,) +7 y-(-er.) 



V« bnaginarium intervallum ipsius v: ab ad +ioc et — ioo ad 0* 
Lim. v, t lt t lt 

/^ £ M -r- /• ^(P.»:- f <»^*I)rf< f M(P x tl+t.P a tl)dt m 

I-I0O. -, — ,1 y y^j 

°» s;' •;•) y " — Wo + y ? ( -dey' • 

r. 

Qvonodo tnaafamUieaM aodo Ufcntee iaTortaotur. 

Transformatio, quam modo exposumuu, memorabüi gaudet natura» 
nt protinus invena ad se ipsam redueat. Seguuntar eaim ex aequationibus* 



«»>* 



— I' °* r*— !• "r^^TJSZ^S» 



hae inversae: 



atque ex formula igitar transformationis: 
faaeo in versa: 
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Posktra btrfus aequatioois quadratioae arguraentf v radioe ~v if negativa 
x=t/ a , posüa* babemus faas formulas, quae cum formulis (10.) artio.1V« 
niutatiooibits aecessariis faetis, procaus ooagruoot: 

Quod attiaet ad numeratores, babemus ex aequat» (20.) art IV. substit*» 
tiooibus (2») (actis; 

. )/(tt) u i*+ n,** = p,*\ 



atque: 



seqaitur 



r ^^i) n ^— , * n »^ Ä P **> 



Iam veto oum fuerit ex. aequat. (17.) art. IV. tubstitutione (4.) facta: 

Mquifor, aequat« (6.) attracüs fore: 

^ j*i*- ( , |Pl ^ + p 2 ^)|/(^)(_^), 

Contra iatroducta iuversa transformaöone , ubique r, *, a cum r t . * 4 ,.a, 
commutatis, atque / cum u f huno numeratoremi ex aequat. (20«) art. IV# 
deducimus: 

ubi looo funotionum: 

Pt*\ P**\ 
hae sunt pooendäe aeouodum aequat. (4.) : : 

si totam expressionem ad functionem argumeoti v vellemus. Qua mime- 
ratoris expressione cum formulis (7.) collata, inrenuoaus, muneratorem 
trausformationis inversae fore: 

Cfdfe't Jotfttal d. M. Bd. XVI. Hft. 3- 3S 
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Huo aooedit adhoo muldplioator M (17. art. IV.)» qui fisdem subatitufibiit- 
bus (2.) factis, sit: 

Quibus eollatis nandsdmur ex aeqoat. (21.) bano; 

1 1 f (P t t*+tP a f)dt 

"' J V[(t- «•) (1- a;f)(l-r, 0(1-*« Ol 

— - >«—»-i) !// *»+'•« j?lzi_L\r /*. (F, !>!+«, P.Qq'v. 

~"~ * e r;-i '\ 2* x ' o J - »:/ L/ V>- (1 -v\) (l-o' vj) (1-rv.) (I- *»,)J 

V K[-(l-»I)(l-a»v:)(l-nrJ(l-«»,)jJ 

rignts e et e simili ratione, ao in aequat. (14.) art. IV. detenninatia. 

Aequationes ioter integralia deficite mde ex hac generali formula, 
pro stugularibua Intervall» prodeuntes, cum in, quae ex tabula noatra ad- 
ditione vel subtractiooe oriuntur, formula ex form. (10.) et (17.) art. IV. : 

_L — \l ( * (r'-l)(«'-— ») \ _ s t -r t ./ /,. +r t i?-l \ 
2M ~ ' V(*-t-r)' 2 / "■" (»•:— 1) ' \ 2*, '•? — »•/ 

advocata, sponte optime congruant. 

VI. 

De transformatione reciproca forme faaonicae* 

Iam vero quaestio oritur, quoroodo ex transformatione modo pro» 
poaita, ad traosformationem integralis formae; 

perveniamus. Quem ad fioem in memoriam revocare pfaoet diVersas duo- 
deoim snbstitutiones art« IL commentationis memoratae, quas in fbrmu- 
Es (14.) et (15.) articuli primi exposuimus* 

ibi x'sszv et 



1 1 1 1 

Ot=2-Mf «2=+— f c fe— +~7> a * = + " i 7 f ^^^T 1 ^ — -—l* 
et 

a M in ordinem ss <gj , ssoj, =065« == o«> = ä 5 9 = egg, 
babemus has duodeeim formulas, quibus adbibitis ab iotegrali 

ad formam canonicam revenire licet« 
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2. 



* — T^Ti+v' 

^ s— 1 i — rv 

~ """ s — r"l — v * 

m — <*"— r 1 — * v 
a— j 1 — rv J 

n-4-5 1 — av 

mmmm a+i av+l 
*— a— l'av-1' 
_ o— 1 v-ft 



«— t i~ 



rv 



r — 1 1— *v 
«— r 1 — sv 
s — r 1 — av 7 

a-f-s 1 -av 

Z as , - — . 

a — 5 1+av 

__ 4i+i i-f-av 

_ i+« i+v 



Classis JL 

ipsius s 







Limites ipsius v 



1 

r 
a 



Classis Ä 

Limites ipsius z 







Limites ipsius v — 



1 

r 

a 
a 



*+* *— v . . . . m JL i 

~T~-i=7v> + l 



f. 



1 

—""I 

r 
1 

1 

a 
1 

a 

— i. 



i. 



i 

r 
1 






— 1. 



/v 



Inde duodeeim modis, siout iam in primo articulo diximus, inte« 
grate formae: 

r Fz dz 

ir[*(i-*)(i-*»*)(i-Ä*«)(i-^*)] 

in aggregatum duorum integralium superioris formae transformatur f n in 
formulis : 

loco ipsius t; valores ex duodeeim formulis prodeuntes substituamus, quan- 
titatesque r f s f a ex modulis, quos ut datos supponimus, k f A, pt, deter- 
minemus. Iam vero facile intelligihir, has omnes duodecim transformatio- 
nes, ex nna qualibet earum, substitutionibus duodeeim fundamentalibus, 

33 • 
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ark III. eommentationis memoratae, quartim formulas in ait»It f 10« pro- 
posuimus, adhibitis, ita ut singuK cuiusque integral» fundamental!» modo- 
loa ut datos supponamus, quantitstesque k, A, (z per illos expressas, in una 
illa sobetitotione introduoamus, eodem modo derivari posse. Adnciamoa 
adhao neeesse est, transformationem, ad quam perremre velimus, talem 
esse debere, ut intervallum — 1 quam commodissimo o otiünua to ealoulo 
convergenti determinari poasit; quam ob rem tales superionmi formubrum 
omittere Koebit, quarum Intervalls argumentorum t x et t % cum intervallo 
0—1 oobaerentia imaginaria sunt» quippe quae per fundamentales sobsti- 
tutiones ad reales redud nequeunt» Itaque seeunda atque quinta utrfuaque 
dassis formula extemplo negligi debet, ut ex tabula in ort» IT* desumitar, 
quae docet, intervalla: 



• . • y, ~~T" * # * mmmm ^9 



expriml per intervalla: 

Primam igitur formam prioris classis, quippe quae omnium aimpÜebaimo 

est, adbibeamus: 

in integral!: 




J Vl(l— »*)(1— ••tf Ä )(l— r»)(l- 

Habemus ex prima substitutione olassis A. (art. IL comment» allatae) 

*. *=(£)(£>• »•'-e^c-S). *-£$£$. 

■nde sequitur, cum />*>r «m debett, forvs 



« r-l±J^ tc y ^ ««*±£ 
*. (t— i?)(l— ^v'Xl — rt0(l— *t») 
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*' 



Quitos Omnibus formulis coliati», iiaiiscisoimur, posito: 
baue formulam: 

m «« y.yu (t-f k/$z) dt (F t v*+vFtV>)dv 

ubi a^iium t t determfaatur ot Signum expressionis: 

13 L_ * i/ /-«(t-«)(t-*»«)(l~^«)(t~^«)\ l 
** l (i+itf«*)'V U—v»;(l— •*v a )(l-~rv)(l— ««) AT 

Eedem modo in integralibos: 

P t P+t.P»t*)df 

Y\- (1- <*) (1- «J «') (I- r, I) (t-« a ifl 

substitutionem umilem: 

facfentes, nancisrimur, modolif per c t i, m ugnifieatit» 

"• '-<&)& '-CS&fcS). '"-&&15&- 

Iamvero ex eequat. (2.) art. T. raloribus ipsornm r it s it o,, deeumtii, fit: 

r,— i _ r/(«'- I)— «V>»-f> # t +l __ V(t»_l).f W-l) 

"'-* V*(«'--i)V"(«*-r')--.y(r»— 1)V(««W) 
«,—1 ™ viT^-l) V(o»— r a ) + V( r »— 1) V(«*— #•) » 

ibique raloribus qaantitatum r, «, ff, (0.) uatrodnetis: 

17 r,-* _ (<-*)(*-fr ) t,+l (1+ *)(t-V) «,-i __ **t£*ir*«<"* 

obi mm poaitae sunt denotationes: 

Inda deniqoe prodeunt ex aequat. (1&»)> bi novorom modutoram valorea: 

M .^~ V*+W» — (i+ *> » *+ *>*) (**. *». - * Ml ' 

" ' «» — (t~*) (*- *g) (* *. p, ~ X t g») 

m — a+k)(k+ku)i,kx tf > t +i k pt)' 

lam raraut relationem ioter modulos c, /, m , et k t A, p, reebproeam esee, 
aeque ae nbtio fuerit ioter qnantitates r tf s t , a t> et r, *, a, ex bit 
aequatfoaibM patets 
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i ' m '— *+X£'(l+*)(*+A*) » ***** - (^HS)*(i+«)<c-f /in)' 
faoile. altera series ex altera, dedncuntur* Habemus ieftur förmulii 



unde seqiritur; 



in aequat. (14.) substitutis; 

oi * — *— ?w> y 



atque posito; 



23. tf 4 •» '-== ^[(l_/m)(*-/«)], 

Xfc v r LKi-rXi-e i r)(i-/>j(i-'»V)] V[-(i-« a )(t-<< 2 Ki-^ oa-*« 03 • 

ubi Signum * 2 congruit cum signo expressionis: 

9A / * N .// y(<-y)(i-c'y)(l-* a y)(l-'n»y) \ 
**• V l + im y/ r V-(i-i»)(i-o;/*)(i-r t 0(1-*« *y ' 

Si fbrmulas (6.)» (?•)> (21.) in foraulh (3.) substituamus, duabus 
substituüonibus coniunctis, adipiscimiir bas formulas: 






aive 



(t-r|«y,) _ / fr-^^-Tf-'fl _ /i-i»r.N 



26# Vi +/»?!) — ' ( (l-x)(l-*>»*) j ** "" \I+71^/» 

ubi argumenta singula y, quae argumenta / t et f 2 eorrespondent, per y t 
et y 7 denotata sunt. Ex formulis vero (12.) et (24.) et fbrmula (21.) 
art. IT. hanc adipisoimur integralium oomparationem: 

tI j t e t N(l-\-Xfiz)*p* d z 

"' J n— s(l-*)(l- ***J(1 -A*x) (1=^1)1 

* *^ x 1/ V[y« (i-y.)a-«*>«)(i-i , y.)(i-.«"'yi)J 

__/^ **i(i+?»yi)y«y a <*y» 1 

«/ nya(i-y,)(i-«'*y.)U->y.)(i-»«*y»)] J ' 
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ubi Signa e % et e s ooDgnrant respective cum signis expramona (25.), ibi 
Vi et y 7 substitutis; signa e et e per (4.) art» IV. detenninantur, quantitas 
M hao formnla exhibetur: 

Ä . /« «- ___ KV ( ti + i M ) (t »_A»)(*»-^»)r 

Quantitates iV, ^*, c, l, m, N l9 4>*yit A^tY* «* formulis (II.)» 
(10.)» (22.), (23.) desumnntur. 

Iam vero de fimitibua argnmentorum mtegralhan (27.) diraerendum 
est, quem ad fiaam interraBa: 

A4 11 * 
^™ OO • •«•Ur.v* 1 •••• TJ • • • • TJ£ • • • • "— J • ■• i • ÖOa 

in utroque integrali respective primum, meunduin eto, voeemus. 

Lamites arg. *: — oo, u, i r p, p, ^5, ^j— j, jsrji> 
eohaerent cum 
his iimitibus arg. t/: — 1, +1, ~, — f — , — — , — , j^. 

Limites arg. y: —00, 0, 1, ^, F , ^, ^, ra , 
eohaerent cum 
bis limitibu» arg.*; —>l, +1, — , — , — , — — , — , ~. 

Ergo ex tabula art. IT. sequitur integral» dati intervallum 

primum exprimi per raterralla: 2 et n— ^ • • • • »} 

jsecundum - • 1» 

'tertium . . . - - per intervallum imaginarium; 

**• ^quartum -• - 5; 

[quintum • - - - - * et -j;— . . . . ^; 

^textum m m m m m 5 et intervallum imaguianuni et 1« 

Dum enim argumentum * per intervalla: 

i A . i i i i ** i 

~°°' ~X£ f ü * *> F* I*' X£* J?> F?*' X*)?' °° 

rgit, argumentum y x ita progreditur: 

2». 0, 1, 0, -^ unag. ^ F , jr, F , ^ imag. -,-, 0, 
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afque argumentum y% itac 
Formulis ex (10«) sequentibus: 

fc» — Ifk e % — lm tci — X/A ^ ct — lm 1 — Aj* c*+lm 

adiuti, videmus Substitutionen* nostram reciprocam esse, et fore: 



30. 



( ft (c' + lmy/ t-lmy y 
\c* — lmJ \l + lmyt 
* VT^iW \l + lmy/ 



vu. 

De tnuirfbriiiatiwubns forme canooicae, obi argiuneota zeiy l mmol in iotmallo 0—1 isceot. 

Iam vero transformationem hanc reoiprocam ita commutemus ne- 
oesse erit, ut utriusque integralis argumenta * et y t intra intervallum: 
0— -1 oontineantur, adeo ut direetam utriusque integralis eomparationem 
adipisoamur. Quem finem octo diversis rationibus nancisctmur, transfbr- 
mationibus fundamentalibus (11.) art. I. adiuti. Nimirum primum argu- 
menta y t et y% per sextam utriusque elassis transformationem oommute- 
snus f simulque argumentum z per utramlibet primam utriusque elassis* 
Inde quatuor emanabunt transformationes ea simili natura gaudentes, ut 
otrumque argumentum: Ji et y 2 u* eodem secundo eiusdem integral» in- 
tervallo iaoeat, dum * in secundo oontineatur. Tum vero argumentum z 
per sextam utriuslibet elassis transformationem eommutare lioet, simulque 
otrumque argumentum y per primam utriuslibet elassis , unde rursus qua- 
tuor transformationes derivantur eadem natura gaudentes, ut alterum aiv 
gnmeutum y in secundo, alterum in sexto eiusdem integralis Intervall* 
taoeat, dum z in secundo contineatur« 

Itaque banc octo transformationum tabulam oomposuimus, ubi per 
** *i K fr integralis dati atque per yi y 2 c 9 /, m integralium novorum ar- 
gumenta et moduli denotantur; brevitatb gratia faaeo signa adbuo intro- 
duximus: 
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1« Argumentum % per primam ebush JL substitutionem, et argu* 
menta y per sextam ebnis B. oommutantur« 

Formulae: 

i-(i+i,«,)r. r V (t-*)a-4V*) J~ i-(i+'«c,)r.* 

Moduli: 

Limites: 
1 i 1 1 1 fc* 1 



Ip* ^ * F f F' !£"' fi*' A> a ' A*^* f 

a - n < . i 1 1 i 1 . i A 

4 _* 4 i . i i m* 1 1 . 1 4 



IL Argumentum z rurous per primam daasfe A. substitutionem, 
argumenta y per sextam classis ^ commutantur« 

Formulae; 






Moduli: 






• » 



tri* s=s **'* T? >/B * 

Limites: 

t « 1 . i t i it. i « 

- - r*: i, ^r. *• i^ Mi1 «' r^' -?» - f» i?> i^r s mMS 'i^r t ''" i 

CnHA Jowwl d. M. W. XTI. HA.S. 34 
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III. Argumentum x per primarn elassis B, transfbrmatiooem , et 
argumenta y per sextam (elassis B.) transformaotur, 

Formulae: 

Moduli: 

Limites: 
1 . 1 ft — oo ft 1 . 1 t t I 

* " r » : Ev; ,,D * 1+^7, * u ' +oo °» i + / 1 o," i ,m * i-/,c,' F» i^"' !="• 



e* 



1 . t t . 1 t 1 m 



t 



- " /« : OT '*•• ijTT - ' *• «_„»i» » *» ij.i „ > im - 



l-*,c, l+/,«i i-el'!' ' l + /,c,' i-'»c,' o*'.»* 1 — c\l\* c*' 



IV. Argumentum z per primarn (elassis B.) transformatiouem, at- 
que argumenta y per sextam (elassis A,~) transformaotur. 

Formulae: 

Moduli: 

/.* — {t—*\( *—lr* \( * l ir** — * '*\ 

Limites: 

inim.*: oo, ü, i, ^^i^ 4 .. !>•+ *•,,•• *U>J-A>»' I? ' ^.fV^'M" 

1.1, 1 . 1 . 1 t l 1 

' •*•' ^^: ,m •It^ , *• ?" *• l+l^I» ""'l^' S 3 ' F» S 5 * 

l . 1 n C? . 1 1 /* 
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V* Argumentum z per se&tam transformattooem classis B M atque 
argumenta y per primam clataia A* tranaförmantur» 

Formulae: 

Moduli: 

m * = fi=gi)( ^iMO ( ^tii /,lw )' 

Limites: 

Ti a 1 4 1 j»; t 1 i i 

wenr.z: -oo, O, J^r. ». £Z*fXf* ^f-^Tj' F« i^*T*V F' ?* 



1 1 



*-*= 



°°* »rzä» °°» —'s— "»• 



Im 



1 

7m' 



1 

f* 

1 



i 1 . 

i . 



1 
e** 

c* 1 



Tl. Argumentum * per sextam transformationem classis^., atque 
argumenta y per primam classis 4. transmutautur. 

Formulae: 




(i+«S=B.) 






Moduli: 






171 






Limites: 






, i, 



i 



- - Xi 



y* 



l 
F' 

i 

m»' 



_1_ 
im 



i».-j^. 0, 1, 



a i . i i 1 
U » ~lm m ' fii» F' F* 



i i l _ i . i i c * 

— ».-y^, oo, jj^, oo, --Im.—, — , — . 



34» 
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VII. Argumentum z per sextam transfortnattooem olassis R, ai 
que argumenta y per primam olassis B. commutantur* 

Formulae: 






'** *'\ p\ ) \ / (/ r m % —l c m<)~ (<?*/, w f — y c ift c )y a \ 

i- (1— *• X\)z /~" ~ V(/ t w 1 +/emchH« a 'iW I +^w r )y a r 

Moduli: 
Limites: 



i— /» 



- - - /i 



Wi>,t>cW t j[ / t\m* . A 1 m,l,+ ltm e . ntf^-letne _1 c'— i*m* 1 m I /,-/ c wt e 



U Vm l /,-/«m«' /' *« , -/ , mV(V' /• ' c'/n.'.-'e»»/ 



Till. Argumentum s per sextam (ransformattoncm classts ^., at- 
que argumenta y per primam olassis B. commutantur. 

Formulae: 

> w 1 W c w c )-»(c'/,in 1 -7 c m < )y, _ / ft 1 -***) V 1 * -fr«- 4 *) | _ /(|, w ,-) (W t )-(cV, m,- -Z, m c )y, \ 



Moduli: 






c'— /» 

1— i» 






Limites: 

- * r * s 5? » «'«./.- /^.e ' ,,,,, 7Sfe+5T/ ' ° ' ' ^Ä+Ä CX/.-/.W« ' m« » °°' 
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vm. 

De ccteris traDsformatioaibns formac caoonicae. 

Qaecunque transformationes ex transformationibus fundamentalibus 
ceteris in transformatione art. IV» introductis , oriuntur , aut ea natura Ca- 
rent, ut utriusque integralis argumenta z et y, intra intervallum — 1 con» 
tineantur, aut cum bis octo modo expoaith prorsu« crongruunt, Id quod 
bio adhuo accuratius exponere placet. Ex art. IV. patet, ne ad intervalla 
imaginaria derehamur, argumenta v et t t et t 7 nonnisi per transforma- 
tionem I., III* t IV., VI. utriusque classis, commutari posse. Ex defini- 
tionibua igitur tabulaque (28.) art. IL cominentatiouis supra allatae nanctsci-» 
mur bano intervallorum tabulam: 

lolervalfa {peius v: . • • . 
cohaereot caa iotcr?. ips. t t : . • 

Ula iolerralla ipsios v iootx 

per prima« sobstitaliooem rl.^f, : , 
per terCiam - - - t\.A.: . 
per qnartara - - - cl. Ami « 
per sextam - - - c\.A.: . 

afqoe: 
per priaaa sobstilutiotcm cLB.t , 
per terliam - - - cl. JB.: . 
per qoartam - . - cLB.: . 
per sextam - „ • el.B.r , 



1, 


2, 


3, 


4, 


5, 


6, 


2, 


1, 


iuiag. 


3, 


4, 


imag., 


6, 


1, 


iuiag. 


5, 


6, 


inag«, 




iotervallfl 


i integralis 


formae 


canonScae. 
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2, 


3, 


4, 


5, 


6. 


5, 


6, 


1, 


2, 


3, 


4, 


4, 


5, 


6, 


1, 


2, 


3, 


2, 


3, 


4, 


5, 


e, 


1, 


3, 


2, 


1, 


«, 


5, 


4, 


5, 


4, 


3, 


2, 


1, 


«. 


e, 


*. 


4. 


3, 


2. 


1, 


2, 


I, 


», 


5, 


4, 


3, 



Haee yero iotenralbi ipsios t x et f a respectite per respoodeotes nbstitiitiooes ita cemmn- 
taoter, nl fiaot, argumenüa daobos ■oyis per y M et y m desigoatis : 

Xx> y*f Yt* y*$ y%f y** /n y*% y*»y%> yt$ y%* 

per sextam sobstttotiooem cl. A. z 3, 1, 2, 2, im., im«, 6, 6, 5, 1, ia., im«, 

perqaartani - c).A.: 5» 3, 4, 4, in M im., 2, 2, 1, 3, im., im.t 

pertertiam - - - cl. A.: 6, 4, 5, 5, im., im., 3, 3, 2, 4, im., im., 

perprimaa - - - d. A.i 2, 6 r l f 1, ib., ia. 9 5, 5, 4 y 6 9 im., im», 

atqae 

per sextam sobstitotionem cf. B. .• I, 3, 2, 2, !a., im., 4, 4 f 5, 3, im., ia., 

per qoartam - - - cl. &: 5, 1, 6, 0, im.* im., 2, 2, 3, I, im., im. 9 

pertertiam - cl. B.: 4, 0, 5, 5, im«, im., 1,1, 2, 6, im., im., 

perprimaa - - - cl. £•; 2, 4, 3, 3/ im., im., 5, 5, 6, 4, im M ia. 
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lade darum fit, quaraque transformationem, quae ex iTta elassis A. 
et (7 — K)ta olassis A. vel B ß cooflatur, cougruere cum tali, quae ex (K± 2)ta 
elassis B. atque (7 — ÜT+2)ta elassis B. Tel elassis A. conflata fuerit. Ubi 
superius vel inferius Signum adhibendum est, prout ne ad secundam vel 
quintam utriusque elassis tratisformationem devehamur« Inde clarius fit, 
ut finem propositum adipiscamur, argumenta v per I. , III., IV., VI. utrius- 
libet elassis transformato, argumenta t x et t 2 respective per VI., IV., IIL, 
I. utriusque elassis transformanda esse; atque sedeeim bas transformatio- 
nes ad octo diversas revenire. Iam porro adiieiamus, ad easdem transfor* 
mationes nos pervenire, si iu aequat. (15.) art« IV» pooamus: 

Quo facto, loco formularum (16.) art. IV. adipisetmur has: 

ä# t === y x *T ) *\4 ' a a / > 

e* = ( ,_^(,-|!=i-:.r^)( t -^(^),)( 1 _^-^!) ( ), 

sive posito:* 
baoo seriem 

a ti r // 8 ti a n 

atque 

Hie vero posito 

\r„— a„/\l+a„t/ 

(quae ea duodeeim substitutionum, ad seriem (4.) pertinen tium , est, ubi, 
dum v iotra 1 et — iaoet, Y in sexto integralis sui intervallo ab profi- 
eisdtur) adipiseimur, eum sit: 

r„-«„ __ rTffr*-t)-flT(r»-- t) _ . 

bano formulam: 

\1+Zmy/ ~ \j a — 1/ Vi — r a i/V 

quae tubstituta formula ;~p jnr^ — * *n formulas (26.) art. IV. trausit. 

Eodem modo weuodus casus aequat« (3.) art. IV., quem illio ex* 
nfioimus. ad easdem transformationes octo 



*/,> 



m r a 

7*^ 
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Fuit enim hoc casu: 

7. *L' = r% et & = * 2 , 
unde adipUcirour ex form. I. art. IV« 

mr a — S J a l*> 

atque 

r* — m *— r **>* 

q 1 — s 2 v* 

Tabula limitum argumentorum erit, posito: 

l>7>;>^>-7>-l, 

T 9 Q CL 

Limites arg« v Limites arg« I* 

+ <x> ....... 

"" « 

+ 1 — r *~ 1 

— q s a — 1 

±1 

r 
10. < + j oo 

±1 (?)G=a 

....... . - 

t . m r* 

Radicalis vero novi integral» fit: 

quam, ut in formam rurous integralis dati: 
commutemus , ponamus n^cesse est: 



c* 
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ilKc erit: 

12. ( hie " " * " 

l>f>f> l>-i>-±. 

a t r M s x a x 

Praeferamus rursua priorem seriem, com altera ad easdem traasfbmia- 
tiones ducit, atque ponamua: 

111 1 

13» a|5=l f («2=8—, Oj — — f ä#— — > a Ä «B— — f ae?= — 1» 

Iam porro eam duodecira substitutionum fandamentaliam advacemus, ubi, 
dorn argumentum v: ab 1 ad — , vel t*: ab-? ad pergit, argumentum y: 

in interrallo sexto ab proficiscitur, Ea vero erit tertia dassis B 9f ergo 
ex (13.) habemus: 

14. y = (fi±ii)..fd=* 

«i — *t «i+ri n «i — *i Qi + 1 _,2 «i— *i «i — 1 

<*i + *x «« — *i <*t+*i «x — l 7 fl i+*i «x+1 

unde sequitur, formulis (12.) attraotis: 

«,-*, _ rV(i'-l) ^ i\r(r^l _ . 
o x +5 f ~ rW-lJ + aV^r*— 1 ~ "*' 

neo non ex formula (9.): 

/ /my + iy _ r>— 1 / l— t»y« \ 

\/my — 1/ ~ **— i VTiirT^^«/» 

quae rursus posito; 

— r,w M l~t; 
* ~ ^T'i+5» 

in formuli« (26.) art. IT« transit« 

Easdem denique substkutiones etiam tertia via adipisoeremur, ai a 
pennutatione (25«) art« I. 

i->!>JL>l >_!>_£ 

in art IV» aequat. (11.) profacti esserous. De natura vero eeteraram traut* 
fbrmationum secuüdi ordiois, quae simili ratione ex generali theoria se- 
quuntur, alia triginti permutationum suppoaita, alio loco agemus» 

IX. 

De doobos traosfenBAtioubus priocipAlibns iotegrali» Abeliaooraa primae spectri. 

E numero transformatiooum inventarum in eas, quae ad computa- 
tionem lutegralium propoaitorum maxime idoneae sunt, aoouratius inquirere 
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placet* Tarn vero hie nonnisi primum integralium Abelianorum primi or- 
dinis genus, quod in commentatione allata art VI« voeavimus, hac forma 
gaudens: 

, (M+Nz)dz 

l# Vlz{l-z)(l-k*z)(l-l'z)(l- l **z)] 

traotare velimus, quamvis utrumque aliud genus prorsus simili ratione trans- 
formari posse, ex antecedentibus eluoeat« Hoc eoim in simplioissimo casa 
vera totius transformationis natura maxime illustrabitur, atque exemplis 
haud difficilioribus eonfirmabitur. 

Ponamus igitur in aequat. (5.) et (6.) art. IV. 

F t v 2 = A, F 2 v* = B 9 
unde fit eodem loco: 

atque formulae (20.) art. IV. transeunt in has: 

P t e=zsA + B = A 09 P a ? = -]/(^)(rA + B) = B<> 9 

ubi signa A et B brevitatis gratia introduxi. 

Quibus formulis in tabula nostra art« eiusdem introduotis, habemus 
inde pro bis formulis: 

ha» aequationes integrales: 

I. Limites ipsius v: — 1 . . . . — oo, oo . . . • 1 # 

* * 4 

e - . . f 2 : — 1 . , . . — — -, -——•••• — 1» 

d f (A+Bv)dv 

*• J V[(l— v)(l— a*v a ;(l-rv)(i— #«)] 

— -r i/f (* + *■) \ f /*_ (A +B t t )dt t 

~ + r V2nr a — t)<a*— j*)/ \J VI— (i— !;)(!—•! «IHl—MiU*-*!*!» 



±J 


f Vl-(l-'ö(l-«* 


<:)(i-r,/a)(i-*t*.)J 


11. Limites ipsius t>: 


« i 

l . . . . — f 


— • — — • • • • •"" Af 

r 


.... v 


1 . . . . oo, 


«1* OO • • • • lf 


- - --/,;- 


-* 1 . • • • — " O0| 


— "»OO • • • • ^ ■• »f 


CieUc'i Journal d. M. Dd.XVL Hft. S. 
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. P (-4+Bv)dv 

Ö ' J V^[(l— w*)(l— a-i»»Xl— rv)(l— *»B 
_ - J( (5+r) \ ( f (^Q+BoQrf f, 

+ / TT[t(l— «•)(l-a»i:)(i~r 1 t,)(l- *«OP* 

Ubi in utraque aequatione integrali superiora signa pro prioribus in« 

Jeriora pro posterioribus Hraitibus apposit» ralent. Iam vero ad art. Tl. 

transeuntes, integralia utriusque barum aequatiooum termiai in canonicatn 

formam reducemus. Habemus igitur ex aeqaat. (7.) eto* art; TL snbsti- 

tutiooibus idoneis faotis: 

-.__ l-*f»* 

(if/*)(l+Ap*) « ^(1+Xfts) + B(l— Afts). 
Ex formula (13.) art. Tl. iequitur signum e fore pro interrallis: 



• • 



+ 1. 



jpsiusf: — 1 ....—- oo f 00....JL 1.... — ,.... .... — 1 

TT 

ipaius %• •■—oo •••• — t~~ j " ^ ' •••• Oj 0«... 1 ^ £i? — i •• • • Ä 

Eodem modo erit ex formula (21.) et art. VI.: 

< 1 — /wy 

sive formula (3.) advocata: 

Ex formula (25.) art» VI» rursus sequitur Signum e, fore pro intervallit : 



,• • 



lipsius tz — 1 ••••— -oo» oo •••• 1, 1 .... — • • • • • — ••*• —1 

ipsiusy; — oo....— -i-, — ^-....0, 0.... 1, ir-i"" <*' 

Im* Im 7 ' Im* 

Ex eodem art» TL valores ipsorum r, s, a> i t h, p, r lf s lf a lt e t i, m 
desumuntur, formnl» (5.), (6.). (15.), (18.), (19.) expressf. Ad quo» 
adnoimus has formula» ex art. (IL), (23.), (26.), (28.) art. Tl., et ex 
formula (6.) huius art. repetitas: 

— ^m c (c 2 — Im) | // c tt + Im \ 
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10, 



/(■ 



II. j* — — p^^^ — ^W^ » 

L fc a — A/» J L c a — im J* 

lnde »equitur, fore: 

.„ MN t _ k*—X (* _ (c+lm){c*— Im) 

Quibus omnibus formulis öollatis, atqae in aequationibus IntegralUna 
(4») et (5.) Substitut», adipisoimur bau aequationes integrales: 

14 [A(l+Xpz) + B(l— X p z)\dz 

' V[—z{l—z)(i—k>z)(l—X* z)(l—f»'z)] 



= + 



l r [(jk i +X^Ai-Ck l -Xf*)B)(i^lmy t )-(ka-X^U+m'Xf$)B)(i-liny s )]dy t 
\J Vly(l-y)[\-*y)(t-!*y)(l-m*y)1 



-(l-Jfc»)(Jfc+A/*) 

/ , [((t»+V)^-Kt J -^)B)(t-<-/iny > )— (XH-^»>^-r*(l-V)BKl-*iiy,)3^, t 
V V"[/ (l-y) (l-c^).(l-/\r) (l-m^J J » 



«ve: 



"" ± 4c/m \J ^ly(l—y){l-c*y)(l-l>y){.l—m'y)] 

/• £(c(l-;mM+(c»-/m)B)(t-ffmy,)-(c(f.-f/m)^-K<'*+MB)<l-faiy,)]<lyJ 

-/ vvu-rKt-O'Kt-PrXi-»»'/)] *" 

Brevitatis gratia ponamus: 

15r A+B = a, {ji—B)Kn = — j3, 

Quibus deootatiouibus adbibitis, nanoisoimur banc labularo, pro substitu- 
tione bao: (26. art. IT.) 



/{ 
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I. 

Limites ipsius x. a — oo....— j-, ipsiusy t ; 0..*.1, Jpsiua;>v oo....*-;— -,. 

"---*•" "~"S ®» " " y* ; »••••0, • • y*«' w-y.... »• 

II. 

lO f («-ßz)dz + | f (*-*y t )dy, a- f (—hyj tfy. l 

Limites ipsius «; .... 1, ipsiusy t .* 0....— , ipsiusy,; 



1 CO •••««■" r— • 
hm 



1 



1 A * 

Superiora signa pro prioribus, inferiore pro posterioribus limhibus praepo- 
nenda sunt. 

lade hae inter integralia defioita aequatione* prodeunts 

f» (a-ßz)dz _ /•» (a-by,)dy t 

J-. V(-A*> Vo V(D yt ) > 

i /** («--/**> <** _._/"- («~»r,V r« 

Adüoiatar adhuo, modulos c, /, iw easdem funoüones modnlorum *, X, y. 
esse, quae moduli *, A, p modulorum c, /, m, ut ex art. VI. eluoet; ex 
aequatione (16.) sequitur, fore: 



2 



5CM+*] = «-*.^SgÖ[«(*-»(*+*(*+A|Ö], 



21 ^ 1 + c > (c +' m 

qaibus aequationibus adhibitk, relationes integraKum (20.) duae in unam 
et eandem trameunt» 

Nihil restat, bim ut per transfbrmatioues fundamentales integralia 
ad taBa reducamus, quoram argumenta inter: et 1 eontfnenttir, quo 
facto eomputatio ipsa integralium demum mtroduci potest* 

Quem ad finem in aequat* (10«) argumenta y% et y % per sextara 

cJasakfi.« transformare velimus: 

Y 

atque (videas art. lue oomnu iam allatae) intra tiroites ipstus T* 0....1 
habehknus: 

^ f ( Q ~-hy)J T _ f ( a -.(a-i)Y)dY 
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Si igitur introduoimus has quantitatesx 

K A # , rt a' f ß', 

looo quantitatum* 

w lf /i> c lf a f ö— 4 t 

habemus denique hoc theorema: 

„Integralia indefinite Abeliana primi ordinis hanc camparatfonem 
admittant: 

„tibi signa A* et A'y his aequationibus, 

„&'/ « y(i-y)(i— * Ä )(t-A Ä )(i— fO* 

„et argumenta y £ et y 2 his formulis dantur: 

„Limites erunl ipsius * : 0....1, ips#y A : Q»m» u k , ip&yv l,>t* ^ x . i t 
„moduli nori his formulis dantur: 

„Nominatoris denique coefficientes his dantur formulis: 

Iam adnotare velim, si nonünatores ad ibrmam «(1— *) + ** atque 
*'(1 — y) + 4 , y applioamus, fore: 

linde sequuntur hae formulae: 
pro integraliam relatione haos 



»91 
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^ /o V^(Ax) ~Vo V^A^) y t V(A'J) • 

Iode ex theoreraate proposito integralium definitorum relatio haeo sequitur : 

r * l*—_ß*)** _ Z* 1 (*'- fr ) <*r 
*'• 7o V(Ax) "~y a v^A'r) ' 

oft r («(* -«>+»« _ Z* 1 (« '(l-jQ+aWr 

***• y vra — y v*(ä>) 

Iam patet transformationem modo expositam cum prima ooto ea- 
rum prorsus con venire, quarum formulas et modulos in tabula art.VI. de- 
dimus. Ut vero alteram respondentem adipiscamur transformationem, qnae, 
per inversionem antecedentis orta, quiota est eiusdem tabulae allatae, in 

* mm 

aequat. (18.) argumentum z per formulam « = j— j commutemus, unde in- 
tra limites ipsius z: . . . • 1 adipiscimur : 

hm f ("-ß*)dz _ P (*(t-Z)+ßZ)dZ 

«• ./ ir(-A«) ~y \r[Z(i-ZKi-f*:z)(i-AjZ)(i-^z)]- 

Hie vero iotroduetis quantitatibus : 

*> *> f*> 
respective loco quantitatum: 

nee non in aequatione (18.) 

*°, A°f f*°, a°. ß°, 
loeo quantitatum: 

habemus hoo alterum 

tbeorema: 

„Integrafia Abeliana primi ordinis hano alteram comparatiooem ad« 
99 mittunt : 

» w# y«, vwz) 

Ä± iy v^av) -y« ^PrJ >* 

„ubi hae deuotationea introduetae sunt: 

„As = *(1— *)(1— 4»*)(1— X^Cl-^*), 

„argumenta bis formulis dantur: 



/(■ 
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„limites erant: 

„pro ftuperioribufl signis, £ : .♦.. ttttt"* )V <).••. 1, y%: oo «... t ^ 

9 fc m &t ÄW 

1 1 

„proiWerioribu&signis, *: jTr"j* •••• ** JV i»»»«<^ y 2 * , * «"» °°* 
„moduli novi bis formolis daotur: 

„Nnmeratoris denique ooeföoientes ita determinantur : 

' ' V -S&i;-{lÄ&3 - ££•£££ WWX«W+«M(WJ|. 

Adiiciaraus rursus, si nominatores ad formam c — bz> atque a° — b°y 
applicare malimus, fore: 

a = o, p = ö — Ä, « = a° # ü = c° — b°, 
trade sequuotur bae formulae: 

40 =Cir^ife)Ciry-:)- i ¥ : '^i i, + W4 - 2xV '' 1 - 

pro hac relatiooe integralium: 

Postremo vero has relatiooe» inter integralia defioita ex aequat. (SO.) et 
(33.) nanciscimur : 

/•» (a(i-z)+ßz)dz _ r* («*(f-r)4-^y)<<y 

./„ VlAz) ~ 1/,. V(A» * 

y V*(As) """ V« V(AV) • 

X. 

Direda Iraosfonnatronum dnai-nm princSpaliam demonstratio. 

luamquam in antecedeotibus transformationes nostras ex vero ipta- 
te deduximus, atque planissime exposuimus. tarnen erit, priusqaam 
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eas ad cemputationem integraKum applicamus , band sapenracanetim, si 
brevem earum demonstrationem directam aduoiamus. Id quod io sequen- 
tibus feoimus. Ponamus bas formulas: 

11 \ (HmH^ti-yx)+(i-m-Xß)y x -] f (l+*)(HV)(ly,H-(i-*)(*-*f0r, 1 

*■• L(i+*)(*+V)(i-r«)-(i-*)(*-¥)ril~ L(i+t)i]fc+AAt)(i^ a )-(i-*)(«r-^»)rJ 
— 1 i/Z iy-»)' ( HV*) a — (* a W (i~Vtt )'1\ _ I ,// (i-*««)(**--*V»'«) \ 

unde duas quantitates y t et / 2 radices huius aequationis quadratioae esse, 
faeile derivamus 

* a [<i+*)(*+^)(i^)+(i-*)(*-V)r] a I(i-V)' (i+V*)*-(i +V)*(t-V*)»l 
[(i+*)(*+W-.r) -(i-*)(*-*/*W K*'-V)* <!+*#«)•--(*•+ V) a (i-V*) a >, 

(1*— li#*\ a 
I ■ 2 / oonsiderari potest, iooo 

ipaius s posito: p— i w baud ooramutatur, atque secundum potestatea ipsius 
y ordinata, erit: 

isire: 

r -[i+ J (I+^F+ 4jfc3 (Tj^p -«• 

lnfroduotis quantitatibus m, l, c, per bas aequationes : 

m * — k+X? Clh ~ VT+Jfc/ \Wkp> TT *Ai *»« + fc/n ' 
nbi signa c 1} l t , m lt k t , K t , /*,, eto. ut antea adhibentur, faoUe ex formulis 
(1.) baue tabulam valorum argumentorum «, y t , y a oobaerentium derivarimus: 

Yalare« ipsius 2. Valores ipsius y x . Talons ipsias y % . 

vel ±oo, 

1 vel < * 



4. < i fc* 1 

F Tel IFP* l-i t c t » 

1 ™i * * 

ji vei ^r, jr, 

_1_ 2. 



1, 

1 


1 +/,*,' 

1 


l-l t c t ' 

1 

T 7 » 


«; 
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Inda ex hae tabula ad funetiones rationales symmetrica* radkuim y % et y % 
penrenire licet, quae integrae sunt, nee primum ordinem argumenti: y t 
vel y 2 superant» Tales enim funetiones per functioaes fractas ipsius s» 
nee in numeratore, nee in nominatore seeundam ordinem superantes, ex« 
primi posse, ex aequatione (3.) olarum fit* Habemus igitur cum functio 

symmetrica y k y 2 pro * = et «3=00 eranescat, nonnisipro* *== — 3— f 
in infinitum abeat, attjue pro: f=sj— t fiat ** a~. „•){„* _ c » t *\ * 

5, y»r» ■■ (™,+c,/,)» , (t+».) i, a+*M*)* # 

Com functio; 

pro * = et *=c© eranescat, nonnisi pro: * = — j— in infinitum abeat, 

,. o- y j(i- y ,) - (n , +e ;r:),ir+„,,). 

Cum funetiones; 
pro 

evauescant, nonoisi pro s es — j- in infinitum abeant, atque pro * = 
illa = c[ t hacc =/* fiat, erit: 

Sinnliter invenimus: 

H. o-ci-AcOrOa-ci— dcjjrO «= /**» (i+W ' 

12. (i-(i+/ 4 c 1 )y 1 )(i-(i+/i^)y.) - - 'i ^ffilffi'** » 

13. (i-(i-c«/:) ri )(i-(i-c.oya)«^«:. 

CreUe» Jonnul «L M. Bd. XY1. HR. 3. 30 
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Ope foraralae uhimae argumentum y 2 per y v , et inverse exprimitur, ita 
ut fiat: 

7*= i_ ( i_cin)y,» et yt=i_(i_;^ )r ,» 

quarum formularum utralibet in aotecedentibu» Substitute, uanoisdmur has, 
in quibus y et y t et y 2 signifioare potest i 

1< (l-c'y)(l-f»y) _ (l-X*z)(l-i»*z) 
1« (*-(*+«» *«>J0* _ (f-zXt-A'ft'x ) 

io y(t— r) «» i*J * 

i-(i-c:/!)y (»». + •« WH-»«)* *(*+**» *>•" 
Aequationibus (5.) et (6.) ita differentiatia, ut argumenta yi et y, ut func* 
tionea ipsius * coostderentur, habemus: 

#* w i t4 \J \m\l\c\ I — Zu* 

(i-yO*y.+(«-yO<r. - - (1+llti) . { m \ +., ^' (H- W ' d *> 

trade fluunt baec differentialia : 

rf«, = *< (t-(t-^Or.) i-*g* . 

Ex formula (9.) sequitur fore: 

2k /((1-mV,)(t-.m^) « , (l^l), 

tibi quantitaa r— ±t est» Iam vero, quia z cum; ; a z ■ cotnmufato, 
radicea y t et y 2 baod transmutantur,. nee dob expressiones: 

(t-uffd et (l-m*jt) 
semper posithro pro omuibus ipsius * valoribu* reatibus gaudent valore. 
contra eadem eommentatione facta, expressio: 

t—Xfi 
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transit in hanc: 

1 1 

quantitas: $ pro valoribus iptius: *, qui sunt >j— et < y— opposito aigno, 

1 1 

quam pro valoribus eiusdem argumenti, qui < r— et > r— sunt, gaude- 

bit. Inde sequitur expressionem funotionis: 

per argumentum * intra ii/a intervalla eandem esse, ao expressionem 
funetionis : 

intra Aaec intervalla argumenti s, atque inverse. 

Functio rursus symmetrica irrationalis baee: 

[^(i-^Vi) - /■(! - ™ W 

per rationalem ipsius * funotionem aeeundum ordinem in numeratore et 
denumeratore haud superantem ope formulae (21.) exprimi potest» Quae 

funetio pro: z = — r— in infioitum abeunt, pro: z = Ofit: = (1 — w,) a , 
pro: *=sl et «=rj evanesoens, pro *== ry fit 

— y ve*-— »*> v(o*— m»)i* _ 4 a*'^! *j 

1 
atque pro : *=r- 

— »I-« t 1 ? — (!-*#») (*»-**) ■ 

Ergo erit pro limitibus ipsius z: — -£-....0 .... 1 ....ry.... !»•••• j-* 

4« Kd- Wy.) ~V(t-n.» y> ) V _ (l-z)(l-t»z) 
"* L~ (l-m t ) J ~ (1+Aa**)* * 

Eodem modo inveoitur pro intervallig ipsius z: 



fore: 



1 1 f 1 1 

f Vd— m« y .) - 1T(1— »' r ,)V __ ^'^''H 1 F"*) 

' L (l+«n J — (W-A/«*J* 



23 

Fuoctio »ymroetrioa: 

per funetionem quarti ordinis ipshis * in nominatore numeratoreque ex* 

36» 
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1 *» 1 

primitur, pro ä=1, ä=— , «sap- i , «ssjrr evaneseft, atque pro 
«s0 mritati par est, uade fit: 

(l^x)(i-fx)(i-l>«x)(l- *!£*) 

Cum vero rit 

pro prioribus limitibus ipuus * habemos: 

et pro posterioribus: 

2 6 . pq*-»y ,)+V(l-my < ) ]' <i-«)(I- t »«) 
*"• L T=^T t I (i+A/»*) a 

Inde ex formulis antecedentibus eolliguntur hae: 

i/f y«.(t-y») 1 _ i/ f y.(t~r,) 1 _ 2m, £*__ 

^ l(l-(l-c;/l) ri )J — r l(l-(l-cj !•),.) J — (l+mJCm.+ c.lO'Ii+I/»»)' 

superioribus signis dum z intra et 1, inferioribus dum intra eo et rr~» 

continetur valeotibus. Quam signorum determinationem , cum intra limi- 
tes assigoatos quantitas: 

qaantitate : 

maior sit, nee non (1— c'y»)» (1— ^Ji)» (*— (l—^Or*)» 0— «VA 
(1 — l*yO> (!-*-(! — c ?^)yö> positivis raloribus gaudeant, veram esse da* 
nun est. Quibus adbibitis formulis habebimusi 

2S ' VLr« (1-y.Xi^V. XWV.Xi-" a y)l T Vir. (i-y.Xi-<»"nXi-<*>'.X*-»»*r.)J 

. 2 1-fott rfs t V(t.m , y.)±V(l-m*y > ) 

"= * (i +m 1 )(w t +c I /, ) * 1+J^' \rr*(i_i',Xi-M a *)] >.-rx * Vf i-m* y,)(i-m» r.)J 



2 (1-Mf*<)tf« 

m, + c, /, , V[*(l-*)tl-Jk**)(l~A»x)(l-f»**)]» 



21. Richelot, de trantformatione integral. AbeKan. primi ord. oommtntotio. 281 

(i-m*y t )dy, (l-m«y.)Jy, 

v ly, (i-y,Xi-c»yXi-'*yXi-»*y)J + VV» (i-r.Xi-c»ya)(t-''y.)(i- m-y.) 
x (i+»,X««+M*) a ir^'vi:c(t^*»*)(i-p»*)i y*(n— /.) 

, ■ 2m t (t— A/ttx)Jt 

r (2», + «, Ix) ' V I* (1- *) (1— ***)(l-i* z)(i— ii» *)] * 

übi ranus niperiora aigna Talent pro bit limitibust 

X! ••••0 •••••• ly y±S .••*(). •«< 4 , .— •« VjJ .»»« 1 » n>777*~ » 

inferiora vero pro bis Emtäbus: 

Aequationes (28.) et (29.) signig tbeorematis (23.) art. IX. adbibitis, fiont: 

«U» 2 (i+l/tz)dz dy t _ dy % 

*°* K+K** v(A«) «■ vlPyj + V(A'r.) ' 

* # k+*.*«"~v1ax) viÄ'y.) + vcaV.) j 

quarum priori per ft' t et, atque posteriori per a aucta, atque otraque ad- 
dita, fit: 

*l « d £_ = W+KHA+K *'.)! / «(i-(i-rt)y,)<*y _ q(i-(i_iQy)<*y \ 
** 7&*) l 4*; ~~~JV v*(A'y.) VlA'y.) 7* 

Eodem modo fit, prima per — jSf*', , seouodaque per ß 

•*• fTÄi)— V>;-t;X;) V v^A'y.) V^yT) r 

Aequationibus (32.) et (33.) additis, integratiooeque faota, adipisdmar 
aequationem (23.) art. IX. quaesitauw Aequationibus porro, quae in (28.) 
et (20.) oomprehenduntur, additis, loooque m tt c lf l lt valoribus suis in» 
troductis babemus: 

F* dy t _ (k+XMi+k) I /»'» (1+Xpz t ) dz t , /»*' (1+Aftx.)tf««\ 
/, V(A'y,) 2(t-Af») >A V(A* t ) TJ m YT(Ax,) /» 

/*' tf r» — (H»(i+*) / /»'» (i-t-yz,)rfx t /»*» (t+iy«,) J««\ 

M , A V(A'y.) "* 3(fc— Ai*) V/o ""VIS*, ) ~V Ä VlA* a ) J> 

\J ^TWxt) 2 V-A» V^Ax,) + /„ V(Ax,) » 

/»*» (1-m'y.) Jy. __ (t+t) / /*'' (1-Agx,)dx, /»«. (t-Ag*,)«?*. 
/• ~?WU) 2 V/ 8 VlÄ«) /. V(Ax Ä ) • 
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Prima et iertia aequatio integralis pro limitibus valet his: 

1 1 

seounda vero atqae quarta pro limitibus: 

1 4 

Xi * u • • • • i j •&! • • • • * oo • • • • «k a j| | y<i s ••••X«««« 



Inde ex aequationibus (34.) rursus iotegratione facta faoillime dedueuotur 
aequatiooes (30.) art. IX» quaesitae« Argumenta enim z L et «2 » quia aequa- 

tioni quadraticae (3«) satisfaeere debent, per aequationem z 1 = y^— 5 — 9 

inter se ooniuucta, ex argumentis y per aequationem quadraticam, quippe 
cuius radices ipsa sunt, inveniuotur; baeo aequatio 9 tnodulis c, /, m y loco 
ipsorum *, K u introduotis, erit: 

/ 2 (m\-cl IgX t-m?)y(t-y) ~4»»; (l-(t-c r Qy) \ , / m^c^QCl+mA ^ 

Jfacillime invenimus inde, fore, quia x y simul eum y evanesoit, 



z 2 



35 



r \ (l-(l-c x /J) r ) /— L1+V*J' 



Praeterea pro utraque radiee 2 formulae (15.), (16.) etc. valent, unde in 

termino secundo partim loco z = z k , et partim = tj~~i — introduotis. se- 
quuntur hae: 

37 n— 2 vi«^ — _ (*+ W (i +*)' (t-(H-cW 
<*7. ci-^ci-«,) -fpiv 5 — — ja=y) — » 

28. «I»««« 5 JäTJä» 
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Ex formulb denique (22.), (23.) etc. aequuntur bae: 

Qua« omnes formulas etiam a priori ex tabula 4. derivare licet, dummodo 
eam ita proporaimus: 

Valores ipsios y. 



1 

o, i, 

.. . i i 

1 1 

1 



1- 


-'.«1 

1 

F» 
l 


> 



-I- 



* -» » 



Valens 


ipria» z. 


*i 


«i 


**• 


V^ 


1 


1 


**' 


l* 9 


o, 


oo» 


«, • 


1 


1 


*» 


**' 


A>»» 


1 


l 


F» 


^' 


1 


1 


X^» 





Postremo e formulis anteoedentibus adhuo bas memorabile» ioter argu- 
menta y if y 2f z k et z^ Talentes derivamua: 

4m 9 1 

43. y l y % = t IB •_ c Jty(t-m;)•(i+i,.* 1 )(H•V*^) , 

44. (t-yoa-yo = (»•-«""jj ) , (i-ii.:) , (i+^« 1 )ci+i|i«;i» 

__ (*— */»)'(*— *)* i 



4**A/» * (1-h-l/»*«) (l-f-A/»*»)» 



45. (1-^(1-0*)= ~ f- aV^W^' 
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m 



** c\l\ Vi+*/»*.)(l+A#»«,)/' 

10 (l-(t-/, t,)r,)(l-(l->,» t )y,) /Ai» (l-fc»«,)(l-fc»< a ) \ 

in (l-(l+>,c,)y,)(t-(l+i,c,)y a ) (1- «,)«-««) 

50. _ « ^Vl+i^xi+i^- 



lam vero nunc ad computationem integraüum propoaitorum ex trans- 
formationibus nostris emergentem aggrediamur quam in aHera parte oom- 
mentatioDis absofrere nobis in aoimo est. 

(Cont. teq.) 



22. Ricke lot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 285 

22. 

De transformatione integral i um Abelianorum primi 

ordinis commentatio. 

(Auetore Fried. Jul. Richelol, prof. in Academia Albertina Regiom.) 

(Cont. diss. No. 21.) 



Caput seeundom. 

De computatione integralium Abelianorum priuii ordinis. 



XI. 

Quomodo integralia proposita indefinita et definita per transformationes repetitas determiuentar. 

X ransformationes in prioribus capitibus ex vero ipsarum fönte derivatae, 
et in articulo praecedente directe demonstratae facilem algorithmum com- 
putationis integralium Abelianorum primi ordinis et definitorum et indefinilorum 
suppeditant. Id quod, quomodo fiat, hie exponendum est. 

Dum integralia definita, quippe quorum argumenta inter limites Ü et 
1 continebantur, semper ad similia singula reduci vidimus, integralium indefi- 
nitorum singulum quodque ab usque ad z> integratum ad bina revenit, 
quorum argumentum alterum ab 0, alterum vero ab alio limite proficiscitur, 
et adeo in seeunda transformatione non in primo, sed in quinto integralis 
novi intervallo continetur. Ut igitur integralia indefinita, aeque ac definita 
ad transformationem symmetricam reducamus, ante omnia seeundum integrale 
per idoneam transformationem fundamentalem ita transformandum erit, ut 
ipsius argumentum in intervallo .... 1 , simul cum argumento dato z, ab 
progrediatur. 

Quem ad finem in prima transformatione ex art. IX. revocemus 
theorema prius. quod hac aequat. integrali (23. ) exhibetur: 

ubi moduli et formulae eodem loco leguntur. Argumentum y 2 , argumento z 
ab crescente, ab unitate in primo intervallo decrescit, quam ob causam 
integrale seeundum per primam transformationem fundamentalem classis (B.) 
transformare velimus. Ponamus igitur: 

Crello's Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 4. 37 



5. 
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1—x 



■x ' 



qua formula introducta, erit, (vid. commentationis allatae art. DI.) 

2 f* (°'-ß ' y t )dy t 

/ •[*,(* - y,)(i - *"?,)(* -*V.)(« -f»' >0] 

~ \l\ft\M V[*<1 — a;)(i — k"x)(i— A"x)(l— /»"*)] ' 

Ut igitur argumentum <r ex argumento 2 directe inveniamus, formulam ante- 
cedentem in formulam transformationis: 



3. 



introducamus; unde fit: 



/(■ 



4. 






( 



i» 



Ut vero totam transformationem uno in conspectu videamus, his denotationibus 

uti placet. Sit: 

a = sin 2 y, yi = sin*yi, a; = sin 2 yi, 

/* = «, * = /, A = c, ]/(j^£) = *, |/(£=£-) = lf , 

Deinde ponaraus: 

unde sequuntur quatuor hae aequationes inter quantitates P et (): 

f/V-pi = £Uroi, P 2 c 7 -Q 2 = Q 1 l 1 m 1 , 
quae docent, quantitates P 2 et () 2 eodem modo compositas esse ex quan- 
titatibus P n Qi, c, /, ro, ac quantitates P x et (^ ex quantitatibus P 2 , 

Deinde ponamus: 

„f p' /?' /V a ß p' a " ß' n' • 

tt — *19 P — VM V , ' — <«29 y—, — V*l 

unde prorsus similes rationes inter novas quantitates P' n Q[, P 2 , Q'z 
oriuntur, ac antea, nimirum hae: 
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His denotationibus adhibitis, ex aequationibus (1.) et (2.) hanc nanciscimur: 

°- y ^[(l-c'sm'yJCl-rßin^Xl-m'siii»] 

_ />'. ( P;-Q,8in»dy 

— y /[(l— c"8in>)0 -/"sin»(l— m'*8in'y)] 






(Pi-Oisin»^ 



v'Kl— c"siny)(l- i'*8in»(l - i/"sin»] 

Moduli novi per has aequationes determinantur, quae ex formula (23.) 
motatis mutandis sequuntur: 

/* - ( i—c \( c — lm \/ c + LM \ 
1 _ \i + c/\c+lm)\c-LM/'> 

,»* _ / l — c \ / c-f/m \ / <? — *» \ 

Coefficientes vero novi /", #' ex coefficientibus P, Q, determinantur ope 
formularum : 

10 . ;*■ - ^)W p ' /m4 -^ 

Quarum priores ex formulis (24.) art. IX. mutatis mutandis sponte prodeunt, 
et posteriores ita eruuntur. Habemus ex aequationibus (7.) 

p _ ?-Q\ n - W'-Q\ 

l l m l * /,»!, 

unde nanciscimur, valoribus ipsorum P[ et @i (formul. 10.) substitutis: 

V_ 2c r P,( c '+/..v)-C>,(*+^ tf )1 

V» — ( c +lm)(i-\-c)\c+Lu) L /', J 

37* 
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Hie valoribus ipsorum P n Q { , ex formul. (6.) introduetis, erit: 

Iam vero babemus ex aequat. (5.) 



'\" w \ 



atque: 

l\m]{£-L 2 M 2 ) = (l-c*)(c 2 -/' 2 ro 2 ), 
quibus aequationibus in valore ipsius l[ adhibitis, sequitur: 

Iam vero magis arridet quantitates F > Q' per modulos novos exprimere. 
Quo facto babemus: 

, _ p^t^,, (l _^ )+ft(l+ i£ )]f 



13. 



Q . _ [!is.^][ P|(l .4) (1 ^ H?1 ( 1+ «) (1+ 4 

* = l i * ä -3±#][' , .(i-3 1 )+ft('+*?)]. 

« - [4 i -f^][ p .( 1 -^)('-<>+P,(i + ^)(i+-;;]- 

Sive si Pi et $ per P M &, c, f, ro' exprimere malimus: 

« - F#"£&]W'-3)-aO+3)]. 

Anguli 9>i, yi, minimo positivo valore gaudentes e numero eorum ernnt, 
quorum sinus dantur hac formula: 



14. 



15 i-(i-/;c;)sinv, = 



j/[(l_c» ? m>)(l-^ 8 in>)] 



1 — (1 + / I c 1 )8in*7' l cos<^V(i— /•m'sin'qp) 

- ^(j + ^gin^; > 
atque inter argumenta yi et (f' 2 , quae ambo per argumentum q> exprimuntur, 
haec aequatio datur: 

16. tang^ = ^tangyi- 
Adnotemus adhuc, ex hac transformatione integralium indefinitorum du- 
plicem integralis definiti determinationem oriri. Nimirum babemus, iisdem 
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denolationibus adhibitis, has formulas: 

/* (P, - Q, 8in'y)dy /* (P,-Q t sin»dy 

7 •[(l-c'8JnV)(i-/*8in»(l-m , 8in , a))] 7 y , [(1-c' , 8in»(l-i , 8iii , (p)(l-*»8in , g>)] 

17. { ° „ " , 

_ / 2 (P,-Q',8i n'y)dy Z* (f t -(?; 8m»d» 

- y ^[(l-c"8inV)(l-/'*8in»(l-m"8in»] 7 •l(l-c' , 8in»(l-Z"8m»(l-m"8in»] 

Sed etiam tertio modo integrale definitum exprimere licet. Nimirum in 

7t 

transforruatione generali posito ^ = ^ ^ nanciscimur hos valores argumen- 
torura (p\ et <p' 7 : 

* n ti = V(i+c\e,y sin ^ = mr^y 



sive: 



lang^ = |/(^), tätigt = /-£ = |/± 
Aeqaatio vero integralis fit: 



/i 



/■ 



(P-(?,8m»d v 



u 



/[(l - c' sin" ?)(i - r sin » (1 - m' sin»] 



_ /• arctan & = l/(^") (P,-Q',8in»dy 

7 v'[(l-C , 8in*9;Xl-'"8"J , «pXl 



+/ 



arc 



tang = |/± 



•[(1 - c^sin^Xl- r*sm*<pXi- ro"sin»] 
(P,-(?;8in»dqp 



V[(i - C'sin VX 1 -^ ,9 sin VX 1 ~ *' "«n V)J 
Si vero numeratores ad banc formam: 

(ßcos 2 9> + Ssin 2 y) 
applicare velimus, ponamus necesse est: 

quibus valoribus in formulis (6.)» (?•)> (10.)* (HO* (13.) et (14.) substitutis, 
hae prodibunt aequationes: 

l S| = fl 2 ^i 0*1 , S[ = R^^rn^ 

\ S? = R\ L l M\ } S 2 = Ä^'i^, 

*- 8^5 -(^)^±^)p-u«.-w+«)«. 



20. 
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21. 



vel si coefficientes ßi et S 7 per R t Si exprimere malimus: 

A = -^+£^mr - Ti\m\ ' ^c\r, w + c » v s >- 2 *'i ä «j » 

Aequationes vero integrales (8.) et (17.), brevitatis gratia posito: 

A(c, /,!») = }/[(l — c 2 sin 2 y)(l— fsin'yXl— m'sin'y)], 
in has abeunt: 

J A(c, /, w) 

_ Z'y» (fi;co8 a y + S',8in»dy A' (J^cos'y + Sfon'gQdy 
~ J A (</, T, m') + / A (c>, x', **) * 



71 71 



/» 2 (/^coa'y + S.Biu'gQdy _ /' 7i "(Ä 1 co8 > y + S t sin»dy 
7 A (c, /, m) ~~ J A(c, z, *) 



23. : ° n 



-y A(c,r,mo -y &&*>*) 



<p)dq> 



Denotationes nostrae iam ita praeparatae sunt, ut transformatio per 
eundem algorithmum continuata facillime hlc proponi possit. Utrumqne 
integrale indefinitum , ad quod in aequat. (8.) vel (22.) per primam trans- 
formationem devecti sumus, in duo nova integralia eadem ratione discerpittur, 
quorum argumenta coefficientes et moduli per easdem litteras, duplici virgula 
supra adiecta, designantur. 

Primum igitur integrale termini secundi aequat. (8.) 

/■" (P\-Q\*\tfq,)dv 

./ /[(l — c^sinVX* - / ,, 8in>)(l-m' 8 sin>)| ' 

in haec duo nova transit: 



// ^.. . « . . '/ 



>l ~ A(c", /",»*") "V A(c", l», u») » 

ubi bas aequationes pommns: 

o* i Q " = "F+^f(M-~ö" (/>i/ ' m ' + ^ ,), 

p" — * iP'r'A-O'^ 
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H2 



/&— l'm' * * 



te—vmry 

'i — Vi-|-c'/Vc'+/'m'/\c'— iV/' 
Oß / "2 _ ^— c'\ ( cf~Vm' \ fd-L'it\ 

^i — Vl+c'Ac'— fm'/Vc'+i'W' 

97 ^-(i-^',>i°>M \ 
_ /[(1-C'sinV,) (l-^-sinV,)] i-fl-iQrinXA 

"" cos^; •(! - r , i»"8in>' l ) ~~ ^ i - (i + <)8in>;; 2 y » 

unde fluit haec rursus aequatio: 

28. tangy' I>2 = £ lang 9^. 
Secnndum vero integrale termini secundi aequat. (8.): 



/ 



U 



/[(!_ c"sin»(l - f 2 sin 9 y)(l - ^•sin 1 y)] 



in has transit: 



90 - ^ yrO':»'^ . /<* (^-Q>*wy 

ita ut nee ad duos novos numeratores, nee ad alios perveniamus modulos, 
sed eadera duo integralia, nonnisi limite superiori mutato, adipiseamur. 
Quippe quae similitudo memorabiles eo demonstratio, ut formulae (25.) 
doceant, quantitates P' 2 \ Q 2 , m", /", c", l'\ m" eodem modo ex quantitatibus, 
P 2 , Q 2 , m\ l, c\ l'm* componi, ac P'i, Q'l, tf\ l", c", /", ro", ex Pi, Q[, 
m*, l\ c\ /*, m' componuntur. 

Argumenta vero <p 2fl et (p 2f2 nova sunt, atque ex his aequat. emanant, 
aeque ac in formulis (15.): 

' ^i-(i + ,;c;')8in> 2 ;J 

|/[(1^^8in> ;)(l- ^-siny;)] ^ / t , (1 , <)tfy n 

~~ cos y ;y(i- *'•'**■ nnV.) " \ W«+<)wnv;;J' 

unde haec aequatio prodit: 

31. tang<^ 2 = ^'tangy,',. 
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Omnibus collectis hanc habemus integralis indefiniti transformaiionem : 

ff (P,-0,8in»dy 



32. 



_ /V. (f,-0 ',8in»dy />; (f,-Q' ,8m»dy 
~y A((Ä7,<J + / A<y,x',*0 



x ' ' 



) •/ A(cV'W) "T7 A (<*'',<) / 

V A(c",/",m'Ö" V A(C, *'\ *") 1 

Neminem fugere polest in quaque sequente transformatione, non- 
nisi duo diversa integralia prodire, sed diversis argumentorum limitibus 
gaudentia. Adhibito vero theoremate fundamentali Abeliano, quippe per 
quod quatuor integralium, quae iisdem modulis atque numeratoribns gau- 
dent, aggregatum, ad duorum talium aggregatum reducitur, evictum est 
memorabilissimum hoc theorema: 

„Integrale Abelianum primi ordinis indefinitura continuo transfor- 
„mari potest in aggregata quaternorum prorsus novorum integralium eius- 
„dem generis, quorum bina iisdem modulis atque numeratore, sed diversis 
„limitibus gaudent." Id quod theorema iam ante quatuor annos a nobis 
inventuin ante annum et quod excurrit geometris praedicavimus. 

Prior methodus transformationis definiti integralis continuata haud ad 
quaterna, sed ad singulum integrale deGnitum perducit. Nimirura habe- 
bimus : 



n n 



r* (P-Q i sm'<p)dcp _ / r a (P' l -g>in'y)dy _ /•' (!»,'- Q'.Wyjjg 

J A(c, /, m) ~J A(c', /', in') ~~J A(c", /", m") 

33. /sive 

_ A(? ,-Q t t&a*q>) d<p _ /'^(P.-pisinV)^ _ /- T (P,'-C>> in»dy 

~J " " A(C, L. M) -J A(C', L\ -«') ~J A(C", L",M") 

i) \ / • ,, v ' u 

AHera vero methodus, ubi primum integrale definitum in duo discerpitur 
integralia definita, ad quaterna ducit integralia definita. 

Simili ratione alteram transformationem in capitibus antecedentibus 
inventam atque demonstratam tractare licet, quippe quae in aequalione integrali 
(30.) art. IX. continetur, nimirum fuit aequatio haec: 

q/i r «!-*)+/?*)<** _ . r* «°(i-y)+/g°y , r'>\ {"*(S-y) + Fy)dy \ 

d4 ' J 7(Äs) - ^ V(^'y) V L /(A°y) J' 

cuius modulos, formulas limitesque argumentorum eodem loco invenis. 



37. 
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Duplex igitur hie discrimen ab antecedente transformatione observatur; 
primum integrale datum, argumento z limitem , , transgresso, in 

duas partes dividendum erit: quarura prior in summam, posterior in diffe- 
rentiam duorum novorum integralium transit, deinde argumentum seeundi 
novi integralis non in intervallo .... 1 , sed in intervallo oc . . . . -— , ver- 

satur. Hanc ob causam, si integralis utriusque argumenta, simul cum ar- 
gumento s, ab proficisci velimus, seeundum integrale per quintam trans- 

formationem fundamentalem classis (B.) mutandum est. Itaque ponamus: 

i 

qua formula introdueta, erit (vid. commentationis aliatae art. III.) 

ö0 - J VW-sXi-^yXi-^'yX^-^s)] 

((q°-/y)(l- X )±(ay\*-ß")x) dx 



- J#f 



90 
X w • 



II 



^[*(l-*)(i- (fe)x) (i - ^,x)(i-^x)] 



Ut argumentum x ex dato argumento z directe definiamus, formulam prae- 
cedentem in formulam transformationis argumenti y 7 









1 + *>•» 

introducamus ; quo facto babemus: 

36. 

f \ (1 — fl— ft'AMZI / 

+ !• 

Etiam hie denotationes novas, ad analogiam perspiciendam aptissimas 
introducere placet. Sit: 

* = sin 2 y, y x = sin 2 y\\ x = sin 2 yy (pro superioribus signis aequat. 34. \ 
s = sin 2 y/, Vi = sin'y'M x = sin 2 ^ (pro inferioribus signis aequat. 34.), 

k = c 9 l = /, 

W = cf», i" = t\ 



fl. 


= m, 




/* _ 

k " 


= <, 






= e, 


1 


= m", 






= 1", 






= r\ 


= 


= m,, 


vT 




= 1,. 


tf 1 




= *» 



/(i-n-^. ^i-o «c rt!-*o=rf, 1Pjj£-)=*i V(h?-)-& 
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Deinde ponamas: 

38 / 

-0 rp) ft) tru a H rp) a (* i — H 17» 

a — Ä1 i<i P — Ä n fr A "" 2 ' ~WV* — *' 

ita ut habeamus aequationes symmetricas has: 

. /Ii-K 1 = c/ 77 2 , 77>-K 2 = fl 77 M 

) fM-K^ c/K 2 , /7 2 m*-K 2 = fl K M 

N Z7, - KV = c'777 2 \ ZT»- KS = f T/ZJ, 



i 



17? mi'* - K 1 ' = c" t* K? , /7S< - KJ = f ' f ' K? . 
His denotationibus introductis ex aequationibns (34.) et (35.) adipiscimur has 

/'* (fljCOs' qp + K, sin» d <p 



A(c, /, m) 



~ / A(c*. *•,»■) +/ A(fM°,m») 

40. ( /"* (JI.cos'y + K.sin»«*?» 



1 A(c, J, m) 

arcsin = 



~ 7 A(c°, /°, m) "V A(!U°, w») 

2 

Modali novi his aeqaat. dantur: 

ot _ f m i — C l f I V 

r» _ f 1 ~ m ' Y m '~ c ' < 'Y m '+ ! ' I ' N \ 

_ Vi + ^Am. + c./.Am.-f^A 

4i /m°* - ( i - m i V m >- c A y m i- t M 

«i. ^w - Vi + ^A^ + c./.Am.+f.l,,'' 

"" \i+*i l A» I ._c I j;At* 1 +! I i I /' 



«u» _ / »»,— t,i, Y 



Numeratorum coefficientes ex his aequat. determinantnr : 

77 ' = (m 1 + c 1 /,Xl + i» i r (/7lWl + Kl) ' 
42 J K " = (m. + c.J'Cl + m,) (^«iA + KO, 

^2 = ~"~7 , * f N/J . \— (^7*20*1+^), 

(», + 1,1,; (l + ro,) 
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Sive si hos coefficientes per novos modulos praeferamus expriroere: 

i "'■■ = (^■ä£)K'-=2v.o+^))> 

■s = (¥^)(".('4)('-'h« 1 (i4)iw). 

« = (4--SiS)K 1 -Tr)»- ,, '+i.(i+^)(i+r))- 

Angali y" et g£, Vi e * V*\ minimi positivi sunt, quorum sinus ex his formulis 
deducantur: 

(1 - m' 8 in»(l - ^=^ 8in>y 



43. 



44 



(l-(l-cj/;>in» / l + f*rin>; 




m . — vy i i_t« 8 in>; 



,t^t9 



j io o • i.ox l//0 — m , sin a u>)(l-- ,y>l ""- C| ' sin'v)! i *o • « -o 
/ 1 — l D üi*8iD 1 ^* \ _ 1/ I * ^v m* y / I __ 1 — !°8inV; 

ubi argumentum cp ab usque ad aresin = Z7?\T — i\ > argumentum vero v 

ab arc sin -^ - — ^-y usque ad y pergit. Inter argumenta denique nova 

regnat haec aequatio: 

45. sin </?2 = f sin (p", sin y/} — Tsin ^1 • 
Quod attinet ad integralium definitorum transformationem inde ex hac theoria 

sequentem, facile relationes dedueimus tias: 

1 



arcsiQ = 



r 



ViX+cM (n t co**(p+K t Bm*<p)d<p 



A(c, /, m) 

arcsin= -=z- 



46. 



~~ J A(c°, /°,m 6 )" " "V A(T\ 1°, m*) 

/' T (11,008* <jp + K8in'y)rfy 



1 A(c, (, m) 

»rc sin = 



arcBin = -=r 



m» 



__ /'-' (/Zfo^y + KIain'sQrf y f y ( JIjcoa'y + Kfon'gQrfy 

~~ V A(c°, /°, m°) ~ 7 AflU",™ ) » 



x ' ' u 

unde sequitur: 



n. 7» 



._ /■» (J7,co8V + K ,8i D»d y _ « /'* (/ i;co8> + K;8in»dp 

47 • / A(c,/,rö) - 1/ A(c«, /•, »»•) 

38* 
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Si numeratoribus formam: 

(P-^sin» 
tribuere velimus, ponamus necesse est: 

/#i = Pj, K| = P| — 2 X , tli = P 3 , Kj = Pj — -2j, 

rru ijo yu po yü rrt) po i/o po v« 

'•«l — *ii »i — *i — -^n " j — * »i Aj — Ij— -^i, 

quibns valoribos in form. (39.), (40.), (42.), (43), (47.) substitutis, habemns 

has aequationes et formulas: 

/v( P,-Jg,8in'9>)d» 
/ A(c/ro) 

"~ / A(c ,>, m°) "V A(I°,t ,»i") ' 

48. > /** (P.-^sin»^ 






l A(c/ro) 

arcein = —z 

•a+«i*i) 



~~ 7 A(c», f\m°) V . A(f°, 1°, m°) 



2» aresin = i° 

i 

n n 



51. 



/" (P.-g.Bin»«*? /'* (P:-Jgt8in»d9» 

w * / A(c, l,m) *J A(c», /•/»*•) ' 

ÖU )ii = P,/J, i" = P,fT, 

„ _ (1+ mJP,-^, 

„ _ / ^-(l-mjP, y m,-c,< ,\ 

i p" — 04- *»,)?.,—^ 
yo _ / ^,- (l-m,)P, \/ m,-I,t, \ 

Primo adspectu apparet, quantitates in hac transformatione adhibitas: 

m", t\ c\ x\ r, /^, K 1 ;, /r,', K'i, 

ex similibus in ordinem prioris transformationis: 

c'ii h, *»i, £|, i^i, P t , Qi, Pi, P 2 , 

protinus emergere, abique loco quantitatam : 

m, l, c, I, f, /7j, K,, /7 2 , K 2 etc. 

positis in ordinem: 

c,, /,, m,, £,, if,, P M &, P 2 , Pj, etc. 
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Id quod ex natura ipsa utriusque transformationis sponte prodit. Formu- 
lae enim transformationis posterioris ex formulis prioris exlemplo oriun- 
tur, posito: 

s\n(f = ttang^p, sincp" = ztang^, sinc$ = ttang</> 2 , 
sive quod idem est, in utroque termino sexta classis B. transformatione 
fundamental! adhibita. Iam vero haec transformatio integrale 

A(c/ro) 
comrautat in integrale: 

"(P.coB^+^ain*»^ 



/ 



tf-u/ 



(i-c , sin»(l— — ^sinV) (t - m'8in»(l - m ' *' *' gin y y) 



A(m,,/„ c,) 

unde illa quantitatum commutatio anlea observata sponte oritur. Formu- 
lae transformationis, illa mutatione facta, una ex altera, prodeunt; nimi- 
rura sit: 

l -(l-/',c,)8inV, _ l-IWrin'?; 

l-Cl + f.e'JainV. ~ 1 + I°»» 8in>; ' 

l-O + ^'Osin'v; l + rsinV,' 

^siuV) (l-m«8in»(l- ^'' L: 

cosV(l-»» f O«nV = (l_(i-ctf)8in*V) 

Etiam haec secunda transformatio continuata ad integralia definita inlegra- 
liaque indefinite adhibetnr determinanda. Quaterni rnrsos nonnisi numeratoris 
coefficientes , quinterniqne moduli computandi sunt; nimirum in sequenli 
transformatione hae quantitates: 

n\'\ K',"', I7\", K^ c'", 
qnae aeque ex quantitatibus: 

"m Ki, 77j, K", c', 
ac hae ex quantitatibus: 

"n K,, 77i, K 2 , c 3 
compntantur. Argumenta nova y 1 ,",, y'", y"',, y$ ex formulis 



IUI 


1»"', 


1(1) III) 


' u , 


m", 


r, f, 


l, 


»», 


u * 



l-rm^sinV»* i// 

1 + rm oo 8in . yj .'. = J/y 



//(i - <d>y) - üijjEffän v)\ , _ rita . . . 



(1-(l-<f,'>inV;) / l + rsinV/» 



(l-i< 8in>;)^l ^üT^sinV:; i A _ c »" 8in v,,« 







(1-(l-TO8in>;) / l + c^sin'^' 

determinantur. Aequationes vero integrales, quia singulum quodque inte- 
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grale, cuius argumentum limitem aresin = -jttt — #T superat, non in sum- 
mam sed in differentiam duorum novorum integralium commutatur, for- 
mam magis contortam assaniere videntur, quam, qnum primum de modalis 
disseruimus, simpliciorem reddemus, nee non alio loco rursus ope theorematis 
fundamentalis Abeliani seraper ad quatuor summum integralium indefinitorum 
aggregatum reducemus. Contra rursus integrale definitum ita continuo 
transformari potest, ut habeamus: 

— ü 

r ? (77, cos* ff + K^in» d <p __ / ' 2 " (n\ cog'y + Kfon»rf ? 

/ A(c,"/ ? m) - / " A(o°, /°, m») 



71 



- /' * 



(il^cosV + K^BinV)^^ 



A(c«°, /••, m") 



etc. 



XII. 

De modulorum utriusque transformationis natura, 
lam saepius nobis animadversum est, transformaiiones nostras ad 
convergentem integralium Abelianorum computationis algorithmum viam 
sternere, quam rem in sequentibus adhuc exponere velimus. Hunc ad 
finem in naturam modulorum penetrare, qualemque sequantur legem mo- 
duli in ordinem alterius ex altera transformatione derivatae transforma- 
tionis perscrutari debemus, adeo ut, quantopere, perpetuo transformationi- 
bus repetitis, crescant vel decrescant, strenue iudicari possit. Praemitta- 
mus vero plures utriusque transformationis modulorum relationes, quae fa- 
cillime ex antecedentibus emergunt nee non ad finem propositum perducent. 
Series in laeva parte paginae, ab serie in dextera eo deducitur, ut ponamus 

loco ipsorum: 

c, l, m, 1, f etc. 

i»!, /,, c M üj, Mi etc. 

4 j) m i"~ c i'i c — lm 

1. c = — —. — -To m x = 



m x + c x l v ' l ~~ c+lm* 

o r-( lc V m A + ^ \-/ r i - m \f m i- c i l i \ t -( f i m i V c + LM \ - (i-*\(c-lm\ 

*' f - Vf+m A,^^; ~ \ lc )\m y -l y \ x J-> il -\i + cJ^+lfJ-\l t m l Ac--LMh 

ö. m -Vi + iiA^+^iV-A lc Am^iS/' C| ~M+cV^ + W"vV»7 ; ^ + ijr ^ 



6. 
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i°ro° _ 1-m, _ t°m° H,c, i — c i\e. 



9. 



10. 



11. 



12. 



19. 



c" 1 + m, f° ' m\ 1 + c 



u 



«• « , " , -(£*)(K8). «<-<&)(££). 



I-Tm* f»:-c,/, f-m" I — /', c', c'+lm *',-<" 



'» 9 



i+JW - m,(l +<?,/,) r+m"" l + Z'.c', ~~c(l+/»n) *' t + c r , 

l-/»m° w;-f,l, c -«!'" *rf£ _ c'+l * _ »; - c ,' 

i+j°ro ,- »i,(i +1,1,) c^ro"*" i+^'.c, ~c(i+£x)~ m,+&;' 

<t>- <°m° _ m'-cj, _ f'-l" w'.'-c,/', _ c'-/ro _ *', - l 1 ,' 

d'+l t m'~m t (i-c 1 l l )~ r+P" »•" + </', ~~c(l-fcfi) - *', + //," 

r- 1*»' _ mj-t,!, c°-r y.'-c'/, _ <?'-* * _ i»; - 1; 
r+i o m e_ »1,(1-1,1,) b'+p» y 1 '+c' 1 x' 1 -cCi+") _ »',+r;' 

iq „_ 2/(w,/,c) ,_ 2^(c/m) 

14. f? = 4%i#, "'=^4, 

(«,+1,0 (c+**) 

i r ju- 2m,(c,+ /,) ,/f/ »», + M. y («:+c,0 -(* + c,Qt,!, M 

*» (l+« I X"», + c,/,)rLV-!,l/^(«f+c 1 / 1 ) + (l + c 1 / 1 )f,I I ^J' 



r = 



2c(m+0 



_ 1/17 c+xjr >f < c '+ iro )-^+ '"O** vi 

,) }' LVc— üf/V(c , + /»») + (i+/»)**'J* 



(i+c)(c+/m; 
. fi r _ 2m,(t, + I,) 1 /r/ m,+c,f l \ /(m:+!,l,)-(l + t,l,)c ,f,\-l 

10 * ,l ~ (1+»X», + M,) ^* 1 -«,'A»?+tf,)+(^+M 1 )'■^ 1 ; J , 



„ 2c(*+*) /r/ c + <m \ /(c' + lu) - (1 + ^)/ w \-i 
) r LVc - /m/ \ ( c » + "0 + + "")'■» '* ' 



(1+cXc+Jo.; 

17 w- - 2g, .(g,+o r /rr m .-MA r w+^o+o +c,/,)!,!, vi 

' ~ (l+m^K+c.Q F^m ] + f 1 t^V:+c,i,)-(i + c,/,)"M/J' 

- 2c(w+Q /|Y c-** Y (c'+/ m)+ (1 + lm)i.* yi 

(1 + c)(c+to»)r l\ c + iJfA(c*+/»»)--(1 + /»,)** AT 

Ift m uiu_ 2«"i(c. + ü ,,_ _2c(|+»»)_ 

' * ~ (!+«.,)(•», + c,/,)' C * -(| + c)(c+/»)' 



/2/m,\ 



(?) mv (? 




m'\ 



r/ 




20 m"f<>- 2m i( ! i + U „<,'_ 2c(£ + J/) 

4U m ' l '~ TJ+^xS^FMJ' c£ -(T+eXi+")' 
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C\. —zz- = — - % ~~r~ == 





*u- (l+? y (l+ p r-7.= (l+ „y (l+ . y 

24. ^(c"'-r) i',' = -^ArA) y(«;'_£;4 = *föp2> , 

9«i •/ t* l tp \ f — 2m i0i +U Ji'\f"—r"\f — 2 <:(*■—*) 

25. ^-1)1,-^--^^-^, n*-*tK—Q+ tX . +Aä) * 

26 - — sr~ a^ - ^tt;> — ? — j-^r+mh 

Quibus relationibus expositis, ad gradum approximationis modulorum ad 
nihil vel ad unitatem diiudicandum aggrediamur. Prinium darum est me- 
morabile hoc 

theorema: 
„Moduli 

ie, c\ cf», c' w ' etc. 
* 4 "' ff, f, f M \ r , etc. 
„tarn rapide ad nihil convergunt, ut alius a quadrato alias antecedenüs 
„semper superetur, sive semper erit: 



„c 1 > c", c'' > c"' etc. 

„r>r, r>r etc.« 

Demonstratio. 
Habemus relationes per se ciaras: 

h>e ln l + c^ro,, l 1 >f 1 , l + f>m„ 
unde sequuntur hae: 



sive: 



-C ? )>C 1 l» l , 


l,(i + P)>f,«h, 


4«. -**-«• 


M, O-** 


m, -^i + c" 


m. ^1 + !" 
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unde sequitur, fore: 

quac demonstratio ad omnes sequentes modulos extendi potest. Prorsus 
simili ratione demonstratur modulorum complementa in altera transformatione 
e an dem legem sequi. Nimirum habemus 

theorema. 
„Modulorum complementa 



" ui 



m^ w M m,, m, etc. 
j/ m j/ m iVj , jfj etc. 

„decrescentem seriem Constituante cuius terminus quisque ab quadrato termini 
„antccedentis superatur, sive semper erit: 

n m] > mi , tri? > mj' , etc. 
„j/]>j/' m Af; 2 >3/;', etc." 

lam vero adiiciamus alterum de modulis c et C 



theorema. 



„Semper erit: 



3» ;'>£*• ' >J ^' elc - 

" 30 - < «-i r >4T-S, ..e. 



1 + 1/ "^ l + ! on 

„id quod eo demonstratur, ut ex aequat. per se claris: 



m, ^ 1 m, _ 1 



«.',«.' M. I ' 



m i c i'i-*~ c i t^*t — 1,1, _^ i — f, 



„deducamus has: 

Simile theorema in altera transformatione erit: 

, . 1 — ro „ i — tn' 

in, > -.— , — , i»! > -j-j — ;, etc. 

M' ^> —— M" ^> -- — fite " 

His quatuor theorematibus collatis, quatuor series modulorum com 
plementorumque composuimus: 
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32. 



1 . . . c" < c'"\ c'<c'", c < c", c" < c\ d*'<:c tn .... 0, 

i... r<r", r<r, f<r, r<r\ r<r o, 

1 — f" 1 — f" f.— f i f 1 — f° 



... im, <c »»! , «»i <z. ff», , f«i <. m x , i»i <C Wi , i»i <C *»i v, 

i •••»». >r4^ l ööö 1 " ,i >r-HS 5i » mi> rf^' mi> T+^ *> > t+s» " * ' °* 

1 . . . J/'»< <"•, <<<", 3/,<<, J/i<Af*, <<< ....0, 



V • • m a 


*-< 


i + C* 


r 


i-t; 


i+r 


flll 


1 — ifi' 


i + w' 


*'* \ • • • • 


1 - ji ' 



1 •••*! >r+>«" ^^n^' Mi >r+~^ Jl/ ^ > r+i' M *>r+^ a 

Haec tabula docet, quam rapide moduli e et f in altera et comple- 
menta m M J/, in altera transformatione ad nihil appropinquent. Exempli 
gratia posito : c = 0,5, habebimus hanc seriem : 

c 2 = 0,5, cr<0,25, c ,wa < 0,1025, c ,M "< 0,0105063, c (M,ni < 0,000 1104, 
ita ut quantitates d m * p in calculo usque ad sex nonnisi decimales appro- 
pinquato prorsus negligi possit. 

Transeamus vero ad modulos f et 1° in altera cum modulis c et f 
comparandos, dum in altera transformatione complementa l[ et l\ cum com- 
plementis fü A , J/, comparare velimus. Primum formulae priores (24.) et (25.) 
docent, semper fore 

c°>r et r>i o . 

Inde vero sequitur, quantitates f et 1" semper respective minores esse, 
quam quadrata primorum modulorum antecedentium c et f, ita ut his ad nihil 
convergentibus, ipsae ad nihil appropinquent. Habemus igitur has series 
modulorum: 

|i..r<y ff \ /'<c"\ /<c' a . r<c\ r<c% ...o, 
1 1 . . i"<r% r<r, t<r, r<r, v' l <r, ... o, 

in altera vero transformatione per formulas posteriores (24.) et (25.) de- 
monstratur, fore: 

ergo 

ita ut complementa /, et l x simul respective cum complementis m x et J/, ad 
nihil appropinquent. Habemus his has series: 

1 . . . ff <Z m/ ^ ff <C •Wi" 1 «» A <C ffii , /i <.' fwi ? »i <C *^i ... 0, 



34, m ...c<. vr, ^'<< p , ^,<<, 4<j'?, /.;'<<... o. 
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Iam vero etiam placet, modulos l, t } etc., 1, f etc. atque complementa /, 
l { etc., l 9 l\ etc. inter se ipsa comparare, quamvis lex hie regnans non tarn 
concinna, quam antea allatae, fiat. Habuimus formulam (2.): 

p - ( lc V ^ + M, ^ 

unde sequitur: 

£. = ( c V m » + M ^ 

Cum vero sit: fi<Cli* et C!<C'n habemus: 



1 + ro, ro. + c,/, ! + »•, m. + c', 
Valore vero ipsius l? = — S- - Substitute, erit: 

Cum denique sit: 



sive 



(i+cr>« M 

1-c 



1 + c 



etiam erit: 

unde sequitur fore: 

atque hanc ob rem: 
Eodem modo formula (4.): 



c? 



w, 






c w^ + cj 

r</. 



i, 



loco ipsius /e introdueto valore aequivalenti -^ , hanc suppeditat: 
Iam vero erit: 

£ - f f Y -'+^ Wf ! Y m ' + / ^ - v ».-*? ^ 

Habemus rursus: 
sive: 

unde sequitur fore: 

39* 
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Inde adhuc demonstratum est theo rem a hoc: 

„Moduli 
„35. /, l\ / w , l m .... atque l, \\ T, V w .... 
„iam ab initio seriem decrescentem constituunt, cuius terminus quisque a 
„quadrato moduli primi cohaerentis antecedentis superatur." 

Simile theorema in altera transformatione: 
„complementa modulorum secundorum: 

v I l 9 L M £ M z,', etc. 

ita ab initio iam decrescunt, ut quisque a quadrato complementi moduli 
tertii cohaerentis superetur, eodem modo ex formulis posterioribus (2.) et 
(4.) deducitur." Iam vero denique inodulos minimos m, m° etc. in altera, 

et complementa minima e M c, etc. in altera transformatione contemplemur. 

Habemus formulas ex form. (1.), (3.) et (5.) deductas: 

unde sequitur, cum sit: 

1 — m 






1 + m, 

in? 
1 + c 



<m 2 , c"<c\ F<P, 



<c], m;<m?, A/;<,vJ, 



fore: 



ita ut „moduli 



i» u <m,c.f, c[ <ic x .m l m x 



,alque complementa 



„ro, m ü , m ,H , 



»dl. C, , C M Ci , 



.... 



„seriem decrescentem Constituante eoque magis ad convergentem , quo 
„minora producta: 

„er, cfT, c m r, etc. 
„f»i J/j , w^ 3/ x 9 nij 3/ j , etc. 
„fiant." Iam vero haec appropinquatio ad nihil mullo aretius determinatus 
sequenti consideratione adhibita. Habemus ex formulis (2.) et (3.): 

unde, quia theoremata (28.) et (29.) ostendunt, fore: 
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atque ex theorematibus (33.) et (34.) sequitur: 

- ^i, 4<i, 

prodeunt relationes: 

38. m"<c ? f\ c\<m\M], 
et haec theoremata: 

„Moduli 

„39. m, m\ tri", 
„in altera transformatione repetita ita decrescunt, ut quisque ab quadrato 
„producti utriusque moduli c, f, antecedentis superelur, atque eodem modo in 
„altera transformatione 

„Complementa 

„4U. C| , C 1 , Ci ) 

„ita decrescunt, ut quisque a quadrato producti utriusque moduli tertii m, M 
„antecedentis superetur." 

Iam vero generalem adhuc legem quinternorum modulorum ad nihil 
appropinquantium inde dcducimus, ut animadvertamus, dum fractiones: 

m j tn ~ tn . m 

7~~ l > T = r ' T = ^ T = c > 

ad nihil convergant, fractionem: 

c t 
mox ad unitatem appropinquaturam esse. 

Similemque observationem de fractione — = — faciamus. Habemus 

nimirum formulas sponte prodeuntes 

c ~ f ' c° "~ r ' e 

nee non ex formulis (26.) et (27.) sequuntur hae: 

1M 0/0 t I* 9n°i° f a T* 

quibus inter se multiplicatis, post faciles reduetiones nanciseimur hanc 
formulam : 

Iam vero ex form. (32.) sequitur, semper fore: 
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quihus valoribus substilutis crit: 

Linie colligcrc possumus, quia, complementis c,, f,. /,, I M ni[ ad unita- 
!cm appropinquanlibus., Factor ). '''J---'(»J ipse ad unitatem accedit, 

quaritiltilfüii l/(l — .,.) per primam transformationem denique ordinis (l — i) 

fiori, illiquid postrcmo rapide usquc ad nihil docrcscere. 

Ködern modo in altera transformatione complementa m[ et l x similem 
legem .sequi, ex formulis bis demonstratur. Habomns: 

- ' = - '- . — r = — - . etc. 

atque ex form. (26.) et (27.) 

quibus aequationibus coniunetis, erit: 

lam vero nnton habuimus relationes: 



undo sequilur fore: 

M 

quac relatio, cum moduli w, J/ 5 /, /,, c in hac transformatione ad unitatem 
nppropinquent, doeet donique quantitatem: 

rt'-SWO-S). 

fieri ordinis: 

o-2.)-o-3> 

Itaquc demonstravimus hoc Ihooroma: 
„frnetiones 



«et 



k dum illic moduli: 



»41. 


• 

c 


i" 


föu 


.42. 


1, 




1. 


„m, m , 




• 


• 
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,et hie complementa : 



„C t * C\ , C\ , 



• • ■ 



„ad nihil accedunt, mox ad unitatem appropinquant. 

Inde ex hoc theoremate de modulis minimis adhuc, atque de com- 

plementis minimis in altera transformatione, memorabile deducere licet hoc 

theorema: 

„Moduli 

„43. m 9 iw 1 , m ,u , .... 

„quos per primam transformationem repetitam adipiseimur, ita denique semper 

„decreseuut , ut quisque a quadrato antecedentis superetur, eamque legem 

„observant complementa : 

„fftf!:. Cj , C± , Cj , ulC- 

„in altera transformatione repetita." 

Demonstratio. 
Ex formolis (6.) hae sponte sequuntur: 

2^ * ' '1 ^ i * 



lam vero seeundum theorema antecedens quantitates: 



c° c 00 m'. mV 



10 ^ lOOl .... ., , n , .... 

ad unitatem appropinquant, dum igitur quantitatibus m 1 in altera, et c in altera 
ad 1 appropinquantibus fractiones 

11. 11 



eic« ~ji . ' x« • ~tj — ; — ?rö» etc. 



(1 + ro,)" (i + m:)" (i + V (i + cT 

ad valores = j mox accedunt, sequitur, inde a lermino quodam algorithmi, 

c° 1 m! 1 

ubi primum jö'ttt — y ve ' j 1 ' r\ ■ y unitate minor fiat, theorema quaesitum 

verum esse. 

Adiiciamus adhuc duo theoremata de iisdem his modulis minimis m 9 
m", .... atque de complementis c M cj, .... haud supervacanea , quae ex 
comparatione cum modulis, quos per transformationem seeundi ordinis integralium 
ellipticorum adipiseimur, originem trahunt. Oblinemus enim, „fore in prima 
„transformatione: 

4 __ c \ r « 4 r oo 

T+^ > ' B ' T:rcT > ' i+^ r>m ' • ' • • 

, 1 — f 1 — f # 1 — f 00 

,,43* \j -. ^ I» , 1 4-7*~ ' 1-4-f 00 ^ ' .... 

iT^" 1 ' r+<< m < T+^ <m < ■••■ 
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„sed fractiones: 

„denique ad unitatem quam proxime accedere, similiterque in altera trans« 
„formatione fore: 



** 4 i -« -^ ^M j i ^.r -^* ^M 4 i ^./> -^ Gj j .... 



1 — m , 1 — m f „ 1 — m" 

1—3/^ , 1—.»/' , 1 — Jf" |f| 



l + jf-^"" 1 + jf'^" 1 ' i + ir ; 
1 -c _^ . 1 — c\ ,, i — c 



M i+T^ c " l+c;^^' i + c, <C| ' 



:'f 



t « • • 



„atque fractiones: 



c. c. 



„rursus ad unitatem appropinquare." 

Demonstratio. 
Habemus relationes: 

(»i— <a) (m,— /i) > 0, (mi— f i) (*»,- 10 > 
unde post faciles reductiones, sequilur: 

/ l-^ Y^ -filA /1-CA/1-/A /l-iA/ m.-t^A /l-^\/l-l,\ 
M + m/Vm I + c l // < ^M + c/M + //' M + ^A», + 1^/^X4 + 1/ M + l/ 

Iam vero formulis (7.) et (8.): 

adhibitis erit: 
eoque fortius: 

-■<(^). *<$& 

Deinde habemus ex formulis (6.): 

unde theoremate (41«) adiuti docemur, quantitates fractas: 

1 — in, 1 — m* 

1 — ro , < + »»* | 

ö 1 oö 1 ©IC. 

/° 

simul cum — Q ad unitatem accedere. 
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Altera pars theorematis eodem modo demonstrativ« 
Deiude hoo theorema proponimus: 

/ e i «•_ r •••_!•• 
IT" 8 !"' V~"r' p— 7»» • • • • 

l M X i X "l X | *| i t 

>,si in Hla c<f, in hac rn i <^N l fuerit, ita deeresount, ut quisqoe termi» 
»nus a qnadrato antecedentis super et ur, dum contrario oasu quantitates: 

„48. «-, -5, -55, etc* --£, —± % -4. etc« 

o o c m x iH| iii| 

^eandem legem seqnuntnr«" 

Demonstratio« 
Ex formula (21 •) posteriori, sequitur haeo: 

2yV 

— 1ZE" s lf 

T+F 

unde dedudmos hano aequationem: 

f • s r ■" Vi+cv * 

Ita ut posito c°<f° habeamus: 
contra posito, P<*°t fiat: 






lam vcro fraotio > . simul oum argumenta x ab nihil« 
feto cresoente, ipsa ab nibilo ad unitatem cresoit, ita tarnen» 

unde darum fit, prout fueritt 

c<f, esst, <?>!, 

«triam fore: 

c°<f, e»«P, c c >f. 

quibus cum aoteoedentibus ooUatis, theorematis prior pars dt 

Alteram partem per formulam hanc ex priori (21.) sequen! 

m\ \l+m s f 

\1+M X ) 

Cnlto's Somai i. M. 1M.XVL Hft.4. 40 



tttqne 



£ 
V 
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similiter ostendere possumus« Utramque vero etiam per faas formulas, ex 
(l.) 9 (2.), (4.), (5.) sequentes: 

?° _ ( **— *i *i\ / m x +MA _ ml — W ^L+liil — c% ( m '+*t l i \ 9 
t m m ^\m l +e 1 lJ\m 1 —l 1 l 1 t m\— C\jl\' m^c l t ~~ C* \m x + c, ij ' 

m\ f c—lm \ / c+xjf \ c % —l 2 m * f£+£*A f ftn y \ 2 / c-f xarX « 

*t t mmmm \c-{-lm) \c—lm) c*—jl 2 m * \c+lnJ "^ \ü x / Vc-f*'**/ 

demonstrare licet« 

Adiicere placet adhuo, has aequationes ex (I.) et (5.) sequentes: 

» 71 — 9 f i — fl — ' 

1 + fLl* i+iiii 

docere, algorithmuro, quo moduli c et f determinentur, denique ubi c ss /, 
f ss(, mjsl posuimus, his formulis concinnis cxhiberi: 

shre: 

quae ad aTgorithmum notissimo medio arithtnetico geometrico similem dti- 
cunt, dum secundum theorema (45.), wve secundum hano formulam ex 
formula (6.) derivatam: 

determinatio tertii moduli, dum -7 = 1 devenerit, ad illum algoritbmum 



ipsum reducitur. Ad similes observationes formulae: 

*+- 1+ T" 

Priugquam disquisitiones de natura modulorum finiamus nonnullos 
casus speciales qutnternorum modulorum ponere placet» Primum sit f = l f 
sive ls=zm 9 et .ar — £• 

Habebimus : 
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c = 1 , aive m «= ( fcierit, habemust 
Si M t = 1 pooitur, aive c t es / lf habemuse 
Si i7i|S=l fuerit, habemus: 

XIII. 

Di eompntaüoBe oiodolorum, 

Moduli utriusque transformationis aequenti methodo faoillime com« 
putantur. Altera in transformatione quantitatibus : 

O w « *— g x 1* CO mmmt m i "- »» »X 

computatis, oakulare licet modulos /°, m°, 1°, • •••• bis forroulis (2.), (3.), 
(4,) art. XII. : 

'-vteft. «wte-ä» »°-(^^)- 

Quem calculum ita trigonometricum faciamua» Ponamus: 

jcsaina, /=sinß, 771=81117, ^~ = l==«öB# y-=f = 8in^, 

(c =8ina f P—nmß° f m =:siu'/ , , P^wnB , f = sin^°. 

Detettnioentur aut auguli a° et -df° aequationibus : 

aut tnoduli c° et t° ipsi angulis auxiliaribus £ et £ introductis talibus, ut sit: 

3» cos* = c. cos£ s - t 

per aequationes: 

4. c° s taug***, f aa tang'££. 

Quo facto babebimus: 

40» 
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P = tang ly tang { e ootang|£ = tang J 7 ]/ (jjj^.) t 
f° «s tangiyootang£< taug|£ an tang^y i^^)» 



6k m°sstangi7 taug|e tangjB s= tang £7 ^(sin a° nu -4°). 

Si rero formnlae (5.) «t (6.) angulis a° Tel ^° ad aihil maxime appro- 
praquantUms, baud magis exaotos raloret appropinqnatos adipigct velia, hoo 
oasu hane aliam methodam trigonometricam adbibere licet« flabemus for- 
mulai (7.) et (18.) art. XU.: 

„,0/5 _ (1— Wi)(«W t — C x l.) «- (1— «,)(»,— f,I,) 

^ yn a> ( l +mj)Cwi+Cx i x )» ^ r (l+m,)(-+fxU)' 
_• i« _ 2m,(o,+l t ) •.• __ 2«wi(fr + ti) 

m »'» = (l+mOtm.+Cxl,)' »*• "" (l+mxXm.+f,!,)» 

seqmtur fonnufis (1.) Substitut»: 

00.(^ + 7°) -» (1+m.) (*, + *,/,) » 

fariH reduotione facta hae fbrmulae emanaut: 

sin" -5-. am" -J- . co»y 

sie« -5-no*-^-co8y 
tMg'KB'+T ) ■» / ^+*w ^-rW B+rW B-r\ > 

t«tf i(B°-Y°> - 1 * —> 

qmrum ope valores angulornm 0°, 7 , vel B°, y° ealoulo logarithmko tri» 
gonometrioo exacto determinantur. 

In altera vero trausformatione primum quantitatibua tn\ et h\ ex 
formulis : 



tang'fC^-T ) 
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babetm»: 

Ponamus runue: 

!m t =sraa, ^ssnij^ ijsssui'y, — = £i=8inB, •& = * t sm i&nJ, 
m'.ssauia.', r,= «inß', < = »iDy, -^ssi'.ssainB', f =*',=ss&ul', 
atque numsoimiir ralores anguloram a' et -<*' ex formulis: 

vel eomptementa mj et ja*, ips« ex biix 

11. m\ es tang'ify < ss taog 1 JE, 
ubi angufi auxXarea dantar per formulasx 

12. eos« =s £"^/?, wE = «-^ü£. 

COS/ ' CM/ 

Tum cetera oomplemeota eruat: 

£ ss tangf? tangieootangifi ss tangi'Y y(^/)> 

ss tangi700taogf« tang|£ = fang \ y ^(jjjy) > 

ss taug $7 tangfe taag-§£ =s tangf 7 /*(su) et' *&.<*')• 
Tri« ultima oomplementa, ai angulua et rtA -d muumua derenerit, etiam 
hit formuus definiunturt 

<»»g i(ß +70 - .+» y^^tfcr fc*» 

•ss^-eos-j-cos-j- ess-j- 

15. J*****®'"* * «.'i^'i^y ' 

eos -jp- cm -^-i co« =J-i cos -5— 

,i„ -Xirfs -jL am -p- sis-j-* , 
taug«i(B'-yO a» cos« M cos" *B cos, 

trade aogufi ß' et 7' reH B' et y eomputari posaunt, quibus adbibkh m',, 
/*, , e\ , x-% »', determiaantur. 



13. 

14. c 
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Si anguli io anteoedentibus adhibiti ad tarn etiguos ralores redooti 
sint, ut calculus logarithmloo-trigonometricus band satis suffioientem prae- 
beat approximationem , abum algoritbmum proponamus neoesse est, quem 
in secunda transformatione praeripue adhtbeamus neoesse erit 9 qmppe in 
qua exaotissimi logaritbmorum modulorum ralores, ad valorem integral!» 
ipsius computandum» desiderari postea elucebit« Ex theorematibus (47.) 
et (48.) art. XII. patet, binorum modulorum oomplementa vel m\ e* l\ 
vel m\ et l\ denique multo minoribus altera quam altera gavisura esse 
valoribus, uno excepto oasu, si fuerit c l = m. Itaque plurimis in casibus, 
oomplementis m\ et l[ ut ordinis $° tertioque c\ ut ordinis i positis, re<- 
spectire oomplementa Jr^ et l\ ordinis 8 fiunt, et inrerse. Quam ob rem 
ponamus illa maiora complementa fore m\ et l\ , ipsaque ad aequalitatem 
appropinquare, atque quia anguli a, ß, 7, B f A ultimi parvis valoribus gau« 
deant, nee per primam neo per seeundam eomputationem logarithnrico- 
trigonometrioam logaritbmos eomplementorum usque ad quaesitum dedma- 
lium numerum exaote oomputari posse« His statutis hac nova via ad eom- 
putationem exaetam modulorum progredi lioet. 

Primum oomplementum m\ sssina' per formulam veterem: 

«-• (« -D - Ar) 

computetur, cetera vero per formulas: 



16. 



c! m 






1+C # C-\-LM 



m'> 



r*> 



quae formulae ex form. (2.) , (3,), (4.), (5.) art. XII. sponte emanant, 
Logaritbmi enim horum modulorum facillime et quam exaetissime boc 
modo computaotur. Inventis quantitatibus : 

log-?* log^, log*, log A iw, , 2logc, 

* 

indeque oomputatis logarithmis: 

log(l+^), Iog(l+v0, log(l+^) 
habemus : 
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log/', =a Iog/ 1 m 1 + log (l+^) +Iogcom(l+c) + Iogoom(l+^), 

17. J Iogc » = 2,ogCl + 2 ,og com (1+c) + Iog (t?) » 

logi', = IogZjÄ!+ log(l+-f ! ) +logoom(14-c)+Iogoom(l+^), 

log ji', = log c' t + log com ^ • 

Sed etiam logarithmi logm' t et logat' t ipsi, ad qualescunque valores decre- 
verint, tarnen haud minus exaote oomputari posaunt per ha« formulas: 



18. 



t . (»+''7?), «. . 



qoia logarithmi singulorum factorum exactissime seraper inveni possunt» 
Error ultimi decimalis, per additionem quinque logarithmorum ortus, ob 
exiguitatem eomplementorum nullius moraeoti fit; formulae vero fllae ex 
formulis (1.) art. XIL facile deducuntur, atque, si m[ et vf % trigonorae- 
trioe non amplius computari posaunt ad computationem totius 6cbematis 
adhibeantur necesse est« Transformatione eatenus continuata, ut quanti- 
tafes m\ et postea m\ pro quaesito dedmalium numera evanuerint, habe« 
mos has formulas: 

m; = 4(i+f), x; = iA, 
19. { r t -i£i, ^, = ^(1+^1), 



>! m, 



mf 



quae, si adhuo log ^ ab usque ad quaesitum dedmalium numeram baud 
diserepat, in has abeunt: 

20. 1*;==/; = ^=:-^, c\=-*. f ^ = Äi = 



Diversis his* methodis apte adbibitis, per algorithmum continuatum com» 
plementa modulorum quantopere übet deminuere possumus. In altera 
transformatione, ubi, tantam certitudinem omnium modulorum logarithmo* 
rum haud desiderari, postea videbimus, tarnen similes formulas propona« 
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mm. Nimiram babemos ex form, (l.)> (2.), (3.), (4.), (5.) art XSL 
perioribus has: 



«o 



~ (*+-«)"(i + ai\* 



21. < m° = 



t«K)'i" 

quae, si quantitates c* et F pro quaesito deoimalium numero iam negtigi 
possunt, in has abeunt: 

Tel si adeo v=l poni possit, in has : 

c° — P — — I7i u — — p e Pa~ 

XIV. 

De natura et computatione otmerAtoria. 

Aggrediamur nunc ad numeratores integralium traetandos atque 
«omputandos, atque disquiramus, ad quot timites, traiiftformationibus repe- 
titis, illi appropinquent« Habuimus in priori transformatione quatuor for- 
mulas (10.) art. XI*, quae facüibos reductkmibui Jaotis, in has abeunt: 
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*» "" (1+ c)(c+xar) LT P *+ * ^ J | » 

# " (1+c) («+ **) IZ+IZ P * + £fH? &] » 

Adiioiamas adhuo bas formulas oonoinoas: 

*;— <k -» (i +e )( C+X 3,)LT p a— i <*.]<• 

Bio quantitates P x et <? t coefficientes integralis dati erant, aeque ac P 2 et 
Q t ooeffioientes integralis oomplementarii ita determinantur: 

lade ex formuHs (1.). darum fit, quia factores . - , , — . et 

r . .. .. > ■ transformationibus repetitis denique =» § fiunt, nee non alii 

(i-f-c)(c-|-/m) 

factores (^-i<?i) et (^-f ft) in <££=5s) et &JÄ abeunt, ter- 

tü vero factores //^ et Jf' t denique evanescnnt, etiam quantitatea Pi et Q t 
ad aequalitatem rapide denique convergere, eademque natura quantitates P 7 
0t Q 2 gaudere. Id quod hoc theoremate magis strenue pronunciatar« 
„Quantitates: 

„4. 2-(P» f *0» f y(£L^) f 

w ad eundem finitum certum denique limitem appropinquant, similique ra- 
•«tione quantitates: 

„ad alium limitem eundem accedunt." 

Demonstratio« 
Ponamus transformationibus toties repetitis» ut usque ad certum 
decimalium numerum habeamus: 

m c ; , Ä i» » (iL.) « (-£-), L-_« i, c<"> = l, 

ubi n numerus transformatkmum desideratus fuit. 

Crdlc 1 « Journal d. M. Bd. XVI- Hit 4, 41 
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Itaque erit, id quod formulae (3.) doeent: 

J»«, = O0H4 - £J^-Ä? 

atque 



* (m£«+i))* D * \ (mW) 1 /> 



id quod erat demonstrandum. Similfter altera pars tbeorematis 
stratur. Indeque darum fit, denique fore: 

* i — Vi — («("•))* — % » — a Vl — * (m^ 1 )) 1 * 

p(»7 /)(") p("— *) /%(»-i) 

^i — v, — ^ m ^. B i *% — 2 v; — $ (^T'T * 

usque ad eundem certum deetmairam numerum» 

Si alteram formam numeratorum (Rico*® -\-S tlrfQ) praeferamus, 
habemua ex form« (20.) artic. XI. : 

Ex form. (19.) eiusdem art. sequitur adhuo fore: 

Hie theorema antecedens in hoc abit: 
i, Quantität« 

„ad eundem limitem eppropinquant finitum, similiterqne quantitates 

* * * i^^r • * 

„ad alium limitem finitum aooedunt."' 

Iam vero nihil restat, nisi ut expeditam methodum adiieiamus, qua 
numeratorea ad valorem integralis determtnandum satis exaete eomputen- 
tur, quippe quam hin ita instituamus neoesse est, ut in priori numeratoria 
forma logarithmi coefficiwitrom ipsorum P et Q in quantitatibus P[ 9 JP^ 9 
P t — Q\> J* — (? % , in posteriori vero forma logarithmi eoefficientium ipso« 
rum R et & in quantitatibus r 

in queque traosformatrone usque ad ultimum deeimalem exaete determinentur« 
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Pooamus buno ad fiaem illioj 

' P t -Q t = Pi P- 9l Q, 

* - * 2P# . = "T/>'P-I- ?'<?], 

a+c)(c+im) » 2 (P[ — <?;) = «' [/, p— ?; Q] , 

4 „, 2 S P|" =ä'/i"ä'"[/)"'P+ ? "'()J, 



n'" 



(t+c)^ +*""•") » 2 j (^'-();")=n'/i"/i'"[/>;"p-/ l "0], 

etc. 

Ex hu quaotitaribus sine ullo negotio emanant quanthates P 2 et P 3 — Q, 
nimirum ex formulis (3.) adhibitis erit: 






n' 



0. 



2P. = f^r[p\P-9\Qh 

2(P Z -V t ) = *'*>', [>»'P+?'<?], 



n'n" 



2?P ? = ^-W P -«n» 

2»(p;'-p l ) = n'n<'Jx';[p"P+ 9 "Q], 

etc. 

lam vero ad qnantitates p, q computandas habemus ha* 
ex (1.) et (2.) sequentes: 

2/»', = [/>!—/» (1—01 "»', Ä <"»'» 

2/ «=> y(l + <0+?i = 1, 
2/, = [?i+7Ü— «)]< — "»',» 

2<- [/.-/(l-ca«: « fl »:[=i=i±i] f 



10. 



2," - •(l+o+rf - 1± T t=k . 
2^: - [y'.+y'ci-oK = «rl^^r^» 



etc. 
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ite at habeamus post n transformationesx 

2^-> as [?*-») -f. ^"-"(l— «?<►-»))] TO W f 

qoae formalM oum bis ad eomputationem aptioribus eommutari posaunt: 

2/»W ss 2/»<" L - 1 >— /»«"-»>, 
2y« =3 2^— #-»>, 

12. { 2,« =» fi+m* [l-^ (1 - cT 1 )], 

quanim uttimae deoujae in ha» abeunt: 

13. 2p<? ss pfr %) my, 2 f w — f o-4)»4»>. 

Si vero alteram numeratoris formam expediüssime oomputare adhibere 
reKmus, ponamos: 

unde sequantar ex formulis (6.) hae; 

•S, ss rtÄ,(rÄ — *«S), 

2^;' « B '/i"< »'>"*—*"•?)> 

eto. 

Coeffidfentes rem r, *, etc. ex bis formulis» qua* ex form. (5.) se- 
qtttmtur, detenninantar : 

rssl, «ssO, r, = 0, #1»!, 

2r' = r(l+c)+r t a» 1+c, 
2/-', ss Ki-O+^K ss (!-*)»>'„ 

' 2^ BS ,(14.<?) + * t SS 1, 

2*; = ki-«h*ji»; wmmn. 
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2r;'« [/'(i-O+r'Jm?« (CH-«>(^«0+<*-«>«i) W 7, 

1«. ^ 2«"« *'(l+cO+< « tf+«0+m^ 

etc. 
ite ut poit n twuwformationes faabeamus : 

2 r W = r ( "- 1 >(l+c<- , >) + /•<"-■>, 

2*w = [j*-*(1— c<*- 1 >)+*<- , >]»i«| 
qoae formulae mox in bas abeunt, oomputatu faoiliores: 

2* w =s 2«*-^ -HS*-»» 
18. {2^>=^[l+^(lwH)], 

2 ,w « <-*><> [l+^(t-c^)], 

quarom ultimae denique fiunt: 

19. 2r<*> =* /^ro f ;> f 2s™ es *<^jn<*>* 
Ex tbeoremaübuB (4«) et (7«) patet, terminos aeriemm 

np f nn'p't nn'n 4, p'\ etc. 

/iy, **'?'# nn'nf'tf'i ete» 

ut oerto* qtiosdam limites fioitos appropinquare, qnot respeetire per II* K* 
Oi > Ki significabimus. Eodem modo termini serierura quatuor 

ii r, nn'r\ nrfn* 9 ^ 9 ^ ete» 
/i^ f ä«V, nn'rf's", etc. 

J x m x *i m i C m i 

ad eertos quosdam fimites acoedunt, quo« per P f 2» P* f 2B, f «Jguißcabinms, 



ett» 



etc. 
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Iam vtoo aggrediamur ad numeratores in altera transformatione 
aeque tractandos« Ex formulis (39«) et (42.) art. XI. hae formulae dedu- 
euntur, pro forma nooB^ + Ksin^ 11 numeratoris Talentes: 

n« K # TT°*.O x K° 

w ii- — 1 — n i IT« _ u l w l n i 

Eodem modo pro altera forma numeratoris (P— 2sin 2 <P) ex form« (50#) 
et (51«) art. XL hae sequuntur formulae: 

p« — ^ j 2 lidtüli P x ^? 1 

23. ^ ' ~" ( 4 +'»*)('«« + c i'x) L 2 • * J * 

S * = (l +»,)(», +c t / x ) L* S ^ P »J c °> 

Runus hie theoremata babemus haee: 
„Quantitates: 



ff 



24. 



o» p(*) 2 " VC«) 

9»p<») 2* ,£(*) 

. * • (t (, °)* * 

„qbi per iodieem n adieotum numerus transformationum repetitarum de- 
»Signatur, numero n cresoente ad oertos quosdam limites finitos accedunt." 

Ad numeratores fädle rursus comparandos ponamus rursus: 
— n t =Tll+iK, Tel: P t = ? p — «rS, 

>Jft _ 4 2Dt « i/^II + ^K), 2P? = i^(^P~^2), 

25.^-(l+m l Xm x +c x / f )^ 2(I1?-K?) = v°«n— i*K), 22° = ^«2-tfP) f 

i.__ ?n T = i/VV"n+*°°K), 2P?=W»(f>P-« Ä >2) f 

v ~(i+m;xmt+c?i;)^ 2 2 (^Kf)=i^i^(<n^^K), 2S~=^^(^^s-efP) t 

etc. ete# 

ttnde formulis adbibitis sponte hae prodeunt formulae: 



27. 
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V 

n 2 «-^fall—W, p, = -^(^s-eiP)» 

n 2 — K, b H(*-n+ *K), S» = H(^P— <rS), 

2 IT. = ^ -(^n+*?K), P°. = ^ö«S-^P), 

2 2 (nf— k~) = ^pr^n+^K), 2j°= v o P w f°i 8,, (e OÜ P-<r w, s), 

etc. etc. 

Coeffioientes vero 7t, i, ex hl» forrauli» computantur : 

2n° s=s a , (l + m 1 )— »v = i»i, 
2< =s [»•»— T(l— m,)]c° =s WiC», 

2*» == *(i + «,) + *, =1, 

2*: = [ii + ^a-^i)] — »»„ 

etc. 

et generaliter: 

2 a- ( -> = a*- 1 ' (1 + m J-»>) - **-*», 

2*<;> sa [*(-*) +*("- 1 )(l—iw(»- | >)]c<">, 

quae formalae mox in has simplices abeant : 

2 t« = 2a*-'>— a*- 1 *» 
2 *<"> = 2 **-*>— *£-% 

Contra quantitates {, «V in altera forma nominatoram oompatandoruin ad» 
hibita, bis formali» calculantur: 

jg, / 2ri«((l-"k) «+!!)•% 

2<r" = (1+wOc+o-i, 
2o-; = [(I— mjcr+clc , 

ete» 

et generaliter: 



• • ß 

• o • 
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2 «r ( ;> « •*-« (i — m*-«) + <r*~>\ 
quae formulae post nonnullas transfortnationes in. ha« abeontt 

2 f w « 2 ^-« 4. (r% 1 & ■» tf - * »»<;> ? 

Ex theoremate (24.) prodit ho«, „termioi serierum: 

„vr, vvV>, w * 09 »", .... „vf, vv°e» ff / ? 00 , • 

„v*, vv°*% vv / * 00 , .... „v<r, vvV, v»W, ; 

„ad certos fioitos limites eppropinquant, quos in sequentibus per 

„P, JT. R, S 9 

„designabimus. Eodem modo tennini serierum: 

y* yytfi; »y f y**^ vq x yy°g ^ »i^i^g^ 

y*, yr°*; *ifv %m k\ m vo z v^oj yy°y»*g;* 

„ad certos denique limites respeetftre: 

fj^lf ^If ^, lJ t , 

„appropinquant/' Quae theoremata etiam directe, mutatis mutandis, ex 
similibus in altera transformatione deducere licet« 

Quomodo limites ArgamMlorani, iotegrjiliftqae indefinite et gefioita ipsa etapstentnr« 

Revocemus fonnulas (44.) et (45.) articuli XL, quibus limites <p° 
et (p* , ^ et yp\ determinandi erant « ut satisfieret aequationibua iutegrali- 
bus (40.) vel (48.) eiusdenft artieuli« 

Ponamus brevitatis gratia bio et in sequentibus: 



• o • • 







quae quantitas simul cum m, ad unitatem appropinqnat* Qua denotatione « 
adhibita, ex formulis (44.) facilibus reduetionibus feotis prodeuot, bae for- 
mulae: 

3. *«- /. (i + ^)^^- s _. r4n; J__ 5=J . AK . 
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[am vero duos casus, quibos utmqne aequat. in (40«) Tel b (48.) dfeoer- 
litor, accaratias disquiramus. Primum igitur posito: 

4. p < «wab^^qL-^ > o, 

it minima poutivi» valoribus ipsorom <P* et (f>l e nnmero eorum, qof for- 
Dalu (2.) et (3.) respondent, auumt», hebemas bano aequat. integralem: 

- ff (Tl<*t><p+K «■' y) d<p 

/. V(A(c,/,»)) 

/»! (n;cw»y+K*<k'y)«f» , />? (Ii;co««».f KJ8M»q>)rf» 
/, 1T(A(«', i*. »•)) "**/. ^(Acf.r.m')) ' 

Tom vero posito: 

0. <p > ar«ai. 7 p£_ n < f, 

iotegrali dato in duas partes diviso, habemus: 

• l 

-/. Ü4«) t/^ i_ ; — f g^) y '-* 

quarum priori per priorem* posteriori per posteriorem aequatfonem (40 f ) 
arteXI« treosformata, babebimus: 

/¥ (nco6 A y+Ktii a yWy 
A(c,l,») 

_ /* (n?c#s»»+K?sis»y)Jty ^/ w "y (n;c<»>y+K:ti a »y) 

/*? OCcsB^ + Ktsiii'^rfy , f+l (Ii;ro€ a y+K;8Mi»dy 

" A A (eVV^T ^^,5! Äff-, !•, m*) • 

Posteriora duo integralia termini secandi in unum hoc transeuut: 

yf»»; (n:fs»y+K:siai»<fy 
# a (r, i\ *•) 

In prior ibua vero integralibus Bovis looo argumenti <P, posito *<—$• post 
faciles reduotiones, si ntmo per 4\ f angulum % — *//, qui igitur« maior 
proximus formulae (2.) respondentium , plerumqoe ad aogulum 2<p pro« 
pius aocedit, denotamus, babemus ex aequat» (8<) bano aequationem ea- 
dem forma ac (5.) gaudentem: 

Crdlr/i Joomil l M. W. XVI. Hft. 4 42 
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J - A(c, /, m) 



A(c,/,w) 

yr»*! (Iltfoa'y-f K?»in'yHy , /»*J (Ig w»y-fK;»h«y)€fy 
Alc',i»,m*) T/ # Alf,f,m«) * 

8i porro <P> ■£■ et <«* fuerit, iategrate datum ita representare lioet, pe- 
sito (P = 5r— '!»: 

in /** (llcog» y -f-K sin» <p)d<p 

yr* (Hcw«y+K«iB»y)<fy /*> (fl W8 a y+K»io»y)rfy 
o A(e, i, m) */ A(c, /, m) 

Huius aequattonts termioo ultimo per fbrnralam (9.), quia argumentum '$> 
minor quam -5- est, transformato, atque hao aequatione, quae ex eadeaa 



aequatione (0.)> ^ = 






j, f n (IIf08»y+K»ii»y)dy /•** (n:<»»*y -f fl>i«y)dy 
y A(c,i,m> ""/• A(c e ,/%»°) 



adhibita, fit: 



12. y** ff •»*»+» *■»)«» 



A(c, f, m) 

/♦ ** (n; — « »+*? ■«* y) tf y /**? (n« c-» y + kj «»» y) «r y 

/»^ (Ifffs'y+K.aiii'y) 

"V. A(r,r,m') • 

ubi aut <ß* aut (t— <ft) mioimus positivus angulus formulae (2.) respoa- 
dentium est, prout fuerit: 

Ponamus vero, ut rursw hie ad formam (5.) et (9.) revertamus. loco 
ipsius : 

i3* w — 2r-<t>% <p: <k, 

quo fecto ad aequationem ruraus devebimur baoo: 

/»? (n?cos»y-f Kt8to»y)rf.y » /•*? /Igc«8»y\ 

Qua oomideratfooe contiouata sequitur aequationem integralem (5.) sem- 
per stare. si limites determraaotur, quales in setjuenti tabula expoaitos 
invenu. 
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Ponamra esse: 

*, <p;, <p;, 

minimos angulos positives, quorum quadrata sinium et ex formulis (2.) et 
(3.) et ita determinentur: 

sin'i = 



(Posito: arg<p(>0<*) f <>£<?), OK*-*)., Otf-JO). 

t Krit: jar g (p;«(p:, = <p;, -<p;, -<p;, 

(>*<*• + *), 0* + *<£), (>3?<2*-$), (>2t-5<2t), 
2* + 0* |f 3t-(P:, 3t + <P% 4T-(p; f 

<p;, <p;, -<p:, -$:• 

etc. 

(>Ä*<Ä* + 3) f (>Ä*+a<{A+*>*), (>Ä+|^<(Ä+l)fr-a) f (>(A+t)*-*<(*+l)*), 
2A*+tf, (2ft+l}«-tf. (2*+l)* + tf > (2A+2j^-^:, 

ubi h quilibet numerus integer est. Prorsus similemque tabulam pro ne- 

gativis valoribus anguli (P adipiseimur. Quia vero formula (2.) docet an* 

guhiro <P^ circiter dupücem esse anguli <P', inde patet, ut verum valorem 

argumentörum <P° et <P° adipiscamur, eum plerumque <mox assumendum 

esse angulum <P* , qui angulo 2 P proximus sit , angulumque <PJ minimum 

esse ex formula: 

sin<£ -ss *°sin<P; 

prodeuntem positivum vel negativum. 

His positis, quomodo transformationem propositam continuemus, dis- 
qutsitio sponte emanat. Quo facto, videmus primum, limitem #, quo au- 
tea utraque aequatio integralis discernebatur, 

16. ^ = arosin = ^ (1+Ci/i) > 

appropinquare ad -^-. Tum videmus angulum $° , si m =0, et /i=» c t 
devenerit ex formulis: 

determioari, atque iotegralia in banc formam abire: 

A (1— e^ »in 1 y) » 7o (l- «»■»■**) 

42* 
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Postremo vero si adbue c eranuerit, erit 

18. <p; = 2(p, Ql=*0. 

lüde generalis argumentornm lex memorabQts prodit, quam nt expKcemus, 
totamque transformationem brevi in oonspeefa ponamus., hanc denotatio« 
nem in art. XI. propositam atque eonfirmatam adhibere velimus« 

Ponamua datum angulum numeratoris ooeffioientaa et modales re- 
spective esse: 

<P, n, K, c, l, m; 

post primam transformationem habebimusi 
arg. 

<P£, : nj+K», c«, r>, m*i 

<P>, *%+*$> P, P, «°i 

post secondam transformationem babebimus: 

post tertiana transformationem habebimus: 
arg. 

¥R,. «St» «5». *&. • * • tT*™ +*>'".'*** 

vs*, *&. <*??.,> *&. •• • • nr^r. «". r *•* 

etc. 

ubi indiqes apud argumenta <P infra adiecti originem eorum ex anteoeden- 
tibus argumentis aecuratissime indieat. lam vero sequitur boo theorama: 
„ Termini serieram horizontalium angulorum 

o „ao ^ooo Ä oooo <ooo oooo oooo 

th *L IhL thhl y MAt etea 2k» *« ,W etc. yi ' w fite. 

VI Y> T' 8^ 16 eWo 8 ' 16 ecCt T6 ClC# 

Ä 00 „000 „,0000 _«© -OOOO _JD0CO 

Y> -4-* 8 » ^6 elC# 8 ' 16 elC# T6^ etC# 

00 ^000 0000 _oooo 0000 

1^ ¥k^ *^i ^ f^w ^ *^» etc. 

00 _000 _0000 -J«W) (OOOO 



4 ' 8 > ~16 etCi 16 et0 " 16 etC * 

,000 ^0000 Ä oooo 

8 * ^6 ^^ 16 ™* 

000 oooo 0000 

~F"> TT ** 16 etef 



/ 
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ad eertos deniqne limites appropinquaot, et adeo, a post n trangformatio« 
nes i** eranoerit, 8 aaguli, quorum *tus index 2 est, ipsi evanescanh 
Ponamos ifloa limites respeotive: 
19. «<!>, Q„ Q^t $^ f Q w$ « Vft , <B Wf <CS, V . 
ita ut brevitatis gratia omnea indices (1.) sequentes omittantur« Quo theo« 
remete edrati, com integrale qaodqae 9 qoantitate (II — R) ex theor. (24«) 
ert XIV« simul eom c ad nfldl appropinquante, ad 11.$ denique revenire 
wideamus, sequitnr boo 

theorema« 
appropinqoatua integrali* indefinit! Abeliani primi ordinal: 

'• (Uco9<p-\-Kwn(p)dq> 

erit: 

tibi P, JT 9 P^x limites in artic. XIV. determmati sunt Eodem modo pro 
altera numeratoris forma haue adipisoimur aequationem: 

M i •/# TT[(1— c» siii*y)(t— Pm**v){l— m Ä »ü'?)] 

+ [* +4\* + •«,. + «v,* etej (5,2— Äx P> 
Animadrertatar in prima serie eos limites Ö stare, quorum iodices parem 
munerom «gm (2U)*, in seeonda vero, quorum indioes imparem numerum 
signi (2«) oontinent* In utraque serie haetenus progrediendom est, ut li- 
mites Q decresoentes usque ad quaesitum deeimalium anmerum evanuerint. 

In bis generalibos Taloribus integral» indefiniti posito (f> = -£ > omnes limfc 

aW ^^ 

tes evaneseunt, primo v exoepto, qul in -5- tranut, ita ut babeamos: 
22. < * 

Jo V^ftt— c»»«»(l-.l»»0*y)(l— m»«ia*y)] "" l* 1 **"*•<*,/ 2 

Adnotemus adhuo has aeqiiatiooes ex formults (25.) art. XIV. prodetrates 

2*. F'Qgtelm) = PFtfPWm ) » /»^^^«»^O eto. 
tibi brevitatis gratia posuitnus. 

v ' •/• y £(!—€*■»• y)(t—I a »a*y)(l—»*iis*y)j F 



• 
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atque eodem modo: 

24. f'tyorclm) ■» tf'dfMrm*) » Wf\fa™c<*F°m<») 

etc. 
ubi pOBitum est: 

f'tfi<relm\ — / * KgP- g2)-(g,3 — g, P)sio'y)rfy 

Quantitates ff> *> f > er, in form. (27«) et (29.) explicaotur. 

Iam vero ad alterius aggrediamur transformationes argumenta aecu- 
ratissime computanda. Quem ad finem revocemus formulas(15.) art. XI., 
quarum ope argumenta ty\ et <P* % determinabantur , ita ut satisfacerent ae- 
quationibus integralibus (S.) vel (22«), quae nonnisi forma numoratoris in- 
ter »e diflierunt» Ponamus hio breritatis gratia: 

j/[(l- c* s.V <p) (t- ^! sin* <p)] 

quam quantitatem, simul cum modulo c ad unitatem appropinquare patet» 
Facilibus reduetionibus facti», ex bis formulis (15.) art. XI. 

t— (i+^i c i) no 7i i—(i +*!«■?« 

bae prodeunt: 

ubi <P\ et <p^ semper ut anguli minimi positivi bis formulis respondentes 
assnmendi sunt. Hino metbodus minus elegans atque minus expedita in- 
tegralia nostra indefinita computandi deriratur, quam ita instltüendam ex- 
ponimus. Ponamus rursus fore: 

datum angulum, numeratoris coefficientes et modulos respective: 

= <P, = P, = Q, » r,/,m, 

post primam transformationem adipiscamur : 

hos angulos: numeratoris coefficientes et modulos: 

£'., P\, Q'„ c',l',m' t 

post seeundam transformationem ho» : 

PL* K» *T. 0','» *", /", m", 



27. 
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post tertiana traAnformationem : 

hos angulos : nomeratoris ooeflicientes : modalos : 

etc. 

ubi indioes apud angulos rursus originem ex anteeedentibus ordinemque 
tran&formationts indioant* 

Transformatiouibus repetitia denique ponere licet: 

d s=a et: m 1 = / t 
iotograliaque io iotegralia elliptica tertiae spedei quorum modulus proxime 
ad unitatem aecedit, parameterque forma — c 2 ein 3 $ gaudet, reducuntur. 
qoae aecundum articulum (08.) primi tomi libri illustrissimi „Trtüti des 
fonctions elliptiques par Legen dre " computantur. Quem ad finem, n esse 
Dumerom transformationum desideratarum, ponamus, ita ut sit: 

c<;> =* o f / ( ;> as m<;>. 

Deootemus porro per <b { * ] quemKbet eorum angulorum atae transforma- 
tioois y quorum indices inferiores parem uumerum signi: 2 contraent. et 
qui igitur ad numeratorem 

pertioeot, eodemque modo per <&£> quemfibet eorum angulorum fttae trans- 
ibrmationis, quorum indices numerum 2, aut semel aut ter etc. cootineot, 
et qui ad numeratorem alterum 

Pf— Ol? mn*$& 
pertinent. Bis positis dioo, valorem iotegralis indefinit! exprimi per aggre- 
gatum expressionum huius formae: 



20. 



j S^- l°g ■»"..* (45°+%-)- L.; 0, H-»Frofr 

(+ Sr*- 1 * nat teo «( 45<> + ^) - ' L»t Iog " C*">4£> > 

qua© formulae, n aogulus # w vel <P W proxime ad unitatem aecedit, ia 
has abeunt: 

">)_ m C)» / V(l— *M»Ä»qp) 2 mW mW* ^ "* i— mW sin ^ö 

"•" «W—kW* y a V(i— cPÖ*M»yj 2 j*»>*W*""* ^ i— «Wih^» 



32. 
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lam vero, ri praeferre plaeet, transformationes toties adhue per fbrnmlas: 

31. <angy, — a+^ y (1 JTwy) > ^P. »<<•■«<& 

repetere possumns, ut usque ad limites II ITi K K» in capite XTf. desoriptos 
perreniamus, quantitatesqae orduris ä" et wi" negHgere possimus; qua» 
mm transfociDationam numero per n rursus denotato, valor integralia iu- 
definitf ex terminis buhis forma« oomponitor: 

-g-^pr— - log nat y ^^) Vl-»Mahfft J + 2»»' ' ^^ U-wfrsb»*) 

quae expressiones, ai anguÜ <P" prozime ad unitetem acoedunt, com bis 
oommntentur neoeaae est 



(n t P—KQ \ 
V 2» - 



V(l— «f 



^ , i / np+K gw /»»£ rf» . . . i+ «"«fcySP v 

Promis nmfles expressiones pro altera numeratoris forma adipisetmur. 

Integralia vero defioha, quippe in quorum tranaformatkme biaa sem* 
per integralia nova in unum eonhingi posaunt, midto expedhiorem praebeat 

determinationeni. Habemus enün posito $ ss -£>, ex formulis (30.) Iias: 



yr* (P— Q «.» <p) dtp 
- V[(l— e , ait*«p)(i— 



V[(l— c* alt* y) (i— /* «a» y) (1— m* «•• ?)J 

-^—J^-Iognat-^ 1- to?' Io 8 nat Zgr) 



C, Ift J9t Uli 



pW.W-0?». 4 4 pWjfW'— '©« ,2 

atque transformationibus satis eontinuatis ex formulis (33.) banc: 

r* (P,-Q t ™*<p)d<P ^ n r p-K,o 2 . iip+ko , 

y A(c,/,m.) 2» l0 »" at ^!r-r 2 » lo S Ml 

Faeile demonstratur transformatione sequenti peraeta eundeBi vsJorem 
tegralis defimti prodire. Noras enün valor: 



2 
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formolis (20.) artie. XIIL suhstitutis his: 

jr**W a .5^.. TO <*M) »- 2il 

in Valoren* anteeedentem transit 



• 

Expression« integralis propositi anteoedentes , ex loco eitato facü- 
lime derivanfar, tarnen ad oomputationem integralis indefinit! mnlto minus 
quam illae aptae snnt, quas ex altera nostra transformatkme prodire, vi- 
dimus» Repetamns vero oomputationem integraliom indefiaitorum propo- 
sitorum, aliam multo fadliorem atqne elegantiorem ope theoremaüs Abe- 
liani, ex his nostris disquisitf oaibos deduetam, alio loco geometris noa com« 
mnnicaturos esse« 

XVL 

E x • m p 1 a. 

Quaeeunqne de eomputatione modulorum, nnmeratorum integre« 
linmque ipsorutn diximus, his duobns exemplis adhno magis explanare 
plaeet, ubi doo integralia definita, quorum moduli datis valoribus gaudenf, 
seonndnm utramque methodum in» articulis praeoedentibus expositam oom- 
puftata inrenis« 

Bxeaplun priaim* 

Datum fit hoc Schema modulorum per algorithmum rapetitum di- 
miniiendorum« 

Volares doli modulorum: 
a « 11° 0' 0" log e = 9,2805988 log e % = 9,9919466 
ß ss 4° V Ö" log / « 8,8435845 log h = 9,9989408 
y= 3° 0' 0" log m» 8,7188002 log/w t = 9,9994044 

4 log-^ - 9,9957415, £ = 0* 16' 51",26, 

log (t+ c j£l) = 0,2967923, log(l+ m x ) = 0,3007323. 

Valoree modulorum primae transformatianis: 
a = OP 33' 42",52 log c° = 7,991460 log c\ = 9,9999791 
ß = </> 18' 55 /7 ,l2 log J° m 7,740615 log ^ = 9,9999934 
•y = OP 4' 12",003 log m° a* 7,086981 log m J es* 9,9999997 

Crclle's Jovrnal d. M. Bd. XYL Hft 4 43 
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log f = 0,0051310, 



9,6983744, 
9,7035054, 



log« = 

logi/V» = 

log x = *,«792, 

log(l+^) = 0,6155, 

Volares secutidae trans forma fioni$: 
a 00 = 0°0'6",4427, 
ß w = 0°0'5",4746, 

Y» «s o°o'o",o9o58, 

logi^s 
log a^»« 9,6962398, 
log v? C«°° = 9,7013848 = log P, 
Fia/or integralis: 

n 

/* ( II cos a <p — K an* (p) dtp 
V"[l— c* «in* y)\l— l* ■•• »Kl— ■»• "■' 9)1 



logi ss 9,6989700, 
logt/** = 9,7041010, 

log(l+£?) = 0,3010164, 
logCl + m?) = 0,3010299, 



logc 00 
log*» 



5,4946, 
5,4239, 
3,643, 



Iogm w = 
0,0000140, 

logif 30 — 9,7010940, 
log W* 00 « 9,7062390i 



Iog£. 



0,789777211 + 0,7983541 K. 



Ut legem, quam moduli sequuntur, exemplo hoo oomprobemiB, 
aducere placet adhao caloulum exaotum priorum et sequenthim transfor- 
mationum, quae ad compntationem integralis proporiti haod amplius ad- 
hibentur. 



log c =. 9,2805988, 
log i = 8,8435843, 
log m ss 8,7188002, 
Iog( =9,4382014, 
logt =9,8752157, 



log c » es 0,6232302—10, 
log F° = 0,6175482—10, 
logm w = 0,6888536 -14, 
log F» =6,0656234-10, 
log f» = 6,0713054—10, 



logc* =7,9914604, 
log ^=7,7406152, 
log m°= 7,0869810, 
log 1° = 9,0955206, 
log f = 9,3463658, 

logv° ss 0,0051310, 
log »"=9,6983744, 
log *° = 9,6989700, 
log*? =7,6898348, 
log f h es 7,6904304, 

log c 0000 ss 0,939786—20, 
log F™ = 0,939749-20, 
logm 0000 « 0,775685-28, 
log l 0000 = 0,835899— 9, 
log P 000 a» 0,835936^- 9, 



log c°° ss 5,4946461, 
k>g i 00 = 5,4239323, 
Iogm"= 3,6426158, 
log P° ss 8,1479697, 
log f = 8,2186835, 

* log j» s= 0,0000140, 
log* 00 =9,6962398, 
log F> s= 9,7010940, 
log < = 2,8834179, 
log tf ss 2,8840795, 

löge 00 «» es 0,578504—39, 
log J 00000 as 0,578504—39, 
log m 00000 « 0,949309—56, 
| og joooeo =0,370805—17, 

logC 008 * ss 0^370805- 17, 
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log l/"" 00 = 0, 

logar^rsxlog** 000 , 
log* «» — log* 0000 , 
IogT ooooo__ 0,1213475—75. 

log /fr?*** = 0,1225096—75, 



l©gi/»=0, logv^^O, 

log a"° == log *"», log i»"* 00 ss log ff 000 , 

log jP"» = log *°°, log-* 0000 = log i " , 

log<» = 0,2056179—17, log*? 00 « 0,8443 735—37, 

log C =* 0,2062800—1 7, log i^" 00 = 0,8450356—37, 

Exesplom seoudua. 

Datum slt hoc Schema modulorum per alterum algorithmum repe- 
titum augeodorum. 

Volares doli: 

a ss 87° 0' 0",00, log m t = 9,9994044 = log sin a, 

ß = 86° 0' 0",00, log/x = 9,9989408 = log sin (3, 

7 ss 79° 0' 0",00, logc, = 9,9919466 = log sin y, 

B ss 79°24 / 43 // ,85, logz, = 9,9925422 = log sin B, 

A s> 79°44' 41 ''.OS, log *, = 9,9930058 = log sin J, 

log«/» = 0, 

^ -sa 0,0016548, 



Iogf^ 



logm = 8,7188002 = log cos a, 
log / ss 8,8435845 = log cos ß, 
log c = 9,2805988 = log cos 7, 
log B = 9,2642094 = log cos/>\ 
logy/= 9,2505030 = log cos J, 
log«? = — 00, 

log fit = 0,0016548, 



c 



MX 



9,1408030, 1 = 88*54' 13", 27, J log ^=9,6170568, E'=80"7'42",29, 



A' 



»1®S 

£' = 37°7'28",84, log tangi*'= 9,9916896, y= 22° 30' 28", 12, tang£JS'=9,9248017, 

log (l-J- V^j s= 0,0082309, log (l+ ^) ss 0,0687202; log (1+c) = 0,0758421. 

Valores primae transformatiottis : 
19 IV 57",68, log m\ = 9,9833791, 

log/', =9,9829924, 

logc*. =9,8325958, 

log< =9,8492167, 

log < =9,8496034, 

logÄ y = 1,2373882, 

log p' = 8,9795688, log </' = 9,6989700, 

log/»; = 8,9629479, log •', = 9,682349 1, 

log n n'p' =.0,21 69570, log n n' 9 ' = 0,9363582, 

log %£$ = 0,2339646, log "-?& = 0,9533658, 



0/ -.740 4/ 10 ",33, 
7' = 42°51'15",40, 
B'=44°57'52",66, 
^' = 45° / 50V4, 



log m' = 9,4336919, 
log/' =9,4384959, 
logc' =9,8651549, 
log/.' =9,8497530, 
log jr ' = 9,8493666. 



wfV 



4 log — = 9,5035165, «"= 84° 10'0",52, |log c 



m'l' 



= 9,9169824, Je"=46°58'39",64, 



£ = 27° 19' 4",04, fang \ s" = 9,9557086, ~ = 5° 26' 35",32, fang * E" = 9,6380705, 
log (l + ^) = 0,0420368, log (l+^£)= 0,2258992, log(l+c') = 0,238820i 



o 
2 



3 



2 
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Vatore» »ecuniae transformati&nt»: 
a" «s 54° 38' 8",06, log m" x « 9,91 14172, log m" = 9,7625098, 
ß"«54°38' 5",87, log/^ =9,9114139, log/" «9,7625163, 
y" — 8° 5 1' 34",23, log < = 9,1875549, log c" « 9,9947873, 
B" s= 10°53' 10",34, logü'/ » 9,2761377, log j&" « 9,9921 134, 
^' = 10° 53' 10",64, log m? = 9,2761410, log *" = 9,9921 132, 

log n" = 0,4560481, 
log/»" = 8,5653869, log ?" = 9,8285855, 

log/»;* = 8,4322769, log o" m = 9,3990384, 

log««' «"/>"= 0,^2588232, log ««'«V'« 8 1,5220218, 

log ""'""/< = 0,3028821, log n 4£fi « 1,2696436, 

x i g 2^.' =3 9,7651 194, « // 'sa70°10 / 55",85, i log ^-=9,9947197, JK"'a-12*35'31",61, 
=14^7'21",59, logtaiigiff"'=9^466955, 4^'=O°20'53",895, log tang^-'= 9,0424286, 
log( l + ! ^ / ) a=s0 ' 1267906 ' l»g(l+^) = 0,2957818, Iog(l+c") = 0,2984315, 
i k>g [cos y" «in y »in £-] = 9,3208734, f log [co* y"co» ^ co» Ä^J «-, 9,8946851, 

Io^.ia^^i^^q^.i«^] « 8,6220015, 

log [oos^j^oo» *" J^' oos^-^ooa ^^] » 9,7879939, 

log tangi (ß'"+y'") = 9,4268764, log taogf (0'"— y'") = 9,4163157, 
ß/// _. 29« 34/ 43",i78, y'" = 0° 20' 37",8640. 

Valorea tertiae frans formationü : 
a <" es ß'"«29°34'43",18, log /<'« 9,69339 10 «log /;", logm'"«^/'"« 9,9393589, 
y = 0°20'37",868, log <' «7,7782468, Iogc'"« 9,9999922, 

i"'sB"'ss 0°4l'47",793, log <"= 8,0848558 «logi™, log *"'= log//"« 9,9999679, 

log«"' «0,1820506, 

log/»"'« 8,3619780, log/" = 9,9004659, 

log/»;"« 7,8175403, " . log 9™ =8,8051125, 

log« n'n"n"'p" '= 0,2374649, log««' »"«"'7'"= 1,7759528,' 

log««'«"«'"/»;" = 0,3062452, log««' «"«'"77= 1,2938174, 

ilo« 2 ^-' =9,9393628, «"=40°51'21",98, | hg^~ « 9,9999718, »«O^^"^ 
*f «3»59'13",03, log tangi «*« 9,5710728, ^«tf^'ö"^, log fang ^=7,9059^, 
^O+^^T-)— » 24 * 6 ^, Iog(l+£^)«0£010019, Iog(i+c"0»0,3010262* 
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a • 

Fahre» fumioe trmuformationit: 
crzsß" ss7°58'26",06, logm7= log/7s=9,l421456, log 1»"= log/* =9,9957805, 

y^sssO & 1",857233, log«7=a4,95444l3, log «•»■* 0,0...., 

ATssB^tsCP 0'13",38816, log Jr7sslog£7ss 5,8122957, log *"« log //'s* 0,0, 

log »" = 0,0564293, 
log/» w =s 8,2950882, Iogc" ss 9,9 175556, 

Iog/>7 « 6,6586285, Iog*7s= 7,6463255, 

loga/i'n"»'"/^'^ 0,2270044, log»» 7 »"/!' 7 ' ä w /»= 1,8494718, 

log/m'Ä'V"n'>7 = 0,3062535 eslogll,, Iog»Ä / Ä' / »" / Ä ,T y7= 1,2939505 eslogK, , 

Volores quintw transformatkwk: 
logm* wz log/; tat 7,9874602, Iogm* = log/* = 9,9999795, 

log< s» 0,3068226—11, logc* s* 0, 

log*; es logi r es 1,3193624—10, logx T es log£ T es O, 

log rf ss 0,0041990, 
Iog/> r ss 8,2900459, log?* = 9,9187169, 

log/»; ss 4,3450587, logtf es 5,3327557, 

log nn?n"n"'irifif = 0,2261611, log mwf*«*!' triff** 1,8548321, 
log nrin"ri"rrtfp\ es logl^, V>gnn' n" n'" n n rf f t es logK,, 

Volare» sextae tratufbrmatianU: ' 

logwy es log/7 = 5,6739109—10, 

loge7 es 0,0115852—22, 

log»" =s 0,0000205, 
log /> w es 8,2900190, log o^ss 9,9187223, 

log /»7 ss 0,7179396 — 11, log 07 ss 0,7056366— 10, 

log n n?n"n"'/rrf rfp" s 0,2261 547 er log FI, log n ifut'rf'trifir fs= 1,8548580 ss logK. 

Volar integraU»: 

Exeaphm terftuu.- 

Datum Bit hoc Schema modulorum per tramformatkmeni alteram 
dimiouendorum : 

Volares düti: 
a ss 75°0'0",0q, log e = 9,9849438, Jog <?, = 9,4129962, 
. ß B 54 a <y 0",00, log / «* 9,9079576, log /, = 9,7692187, 
<y= 25°0'O",00, log ms 9,6259483, log*?*»» 9,9572757, 



/ 
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llog 



«1*1 



m 



9,6124696, 



ä> = 80° 20' 12'',34, 



<*' 



= 22°43' 15",31, logtangf« = 9,9264042, 



Valores primae transformalionis: 
a° = 45°26' 30",62, log c° es 9,8528084, 
0' = 4O°23' 20",22, Iog/> =9,8115569, 

fss 3° 5' 53", 185, logm° = 8,7327621, 

logv ss 0,2972016, 
log* = 9,6562457, 
log< = 9,5090541, 
log vv ü *"= 9,9534473, 

| log $5 = 9,8642541, 



0,2801930. 



logc» 

Jog^ 
logw» 



9,8461100, 
9,8817630, 
9,9993648, 






log* = 9,6989700, 

log*? = 9,5517784, 

log vv°*" = 9,9961716, 



s 8°48'43",30, log tang J« = 9,7405565, 

log(l4.£l£) = 0,1861623, log(l+i»°) =0,3007125. 

* ff* I £ 

Valores seeunäae transformationis: 

«°° . = 17° 37' 26",6 1, log.«? 00 =9,48111 30, 

ß"°= 17°28' 17",23, log /•" = 9,4774550, 

y» = 0° 2' 32", 118, log m 0,, = 6,8677572, 

logv" = 0,1158204, 
log» 00 = 9,4644565, log* 00 

log<° = 8,688245, log*? 

l«g»*W = 9,8774785, . logvv «/ 00 * 00 

log (l-f &£).= 0,2808277, log ( 1 +mf) = 0,3010300, 

Valores tertiae transformationis: 

a «o — 2P43'45",29, . logc » = 8*677756, 
ß°« , = 2 43 / 44 / ',77, \ogf°° =8,677739, 

log m™** 3,133, 
log 1^ = 0,0202024, 
log t 000 = 9,4264912, log *"» : 

log<° = 7,06497, log/ff « 7,10948, 

logvv v a, v o0O y 0O0 = 9,8597156, log vv o v o0 !/ J0O * O0O = 0,281 2850, 



log c? =9,9791219, 
log J» = 9,9794876, 
log /wf= 9,9999999, 

=s 9,8310818, 
=r 8,732751, 
= 0,2441038, 

log (l + ^5^) =0,2845025. 

logcf» =9,9995071, 
log/f =9,9995071, 
log m« 00 « 0,0, 

» 9,8480606, 



log (l+ C ^P) = 0,3005374, log(l+ f -^ST) = 0,3010300 = log (H «D 
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Volare* quartae transformaHonü : 

logc 0000 =log/ woo = 7,05496, löget" = log ^"»s* 9,9999997, 

log^ oao = 0,0004926, 
log«*" 00 «9,4255456, log*" 000 =9,8484569, 

log** 000 = 3,819 — 10, log*?» = 3,863 — 10,1 

logvi/ , »^j/ )0O v 0,,üü a a,0O = 9,8592626, Iogvi/ , i^»< 000 ^4^ ü0 = 0,2821739, 

log (l+ ^5P) = 0^010297. 

Volares quintae transförmationU: 

log J 00000 bs log c 00000 = 3,809, 
log v«w»= 0,0000003, 
log w""""» = 9,425545 1 , log t 00000 = 9,8484571, 

logvi/'in/^ <x,00 p 0ÜUüü ^ u " s =9,8592624==logP, togjrj/ , ji D V°V ,00 V^^ 

Volar integralis: 



a 000 * = 3"""» b 0° / 0",13 . . . . , 



Extmplnm qoartaa. 

Datum alt hoo sobema modulorum per seoundam transformationein 
augendorum : 

Valore* doti: 

a =65° 0' 0",00, log^s* 9,9572757, logm 

ß = 36° 0' 0",00, log l x «9,7692187, log/ 

7=15° 0' 0",00, logc, =9,4129962, logc 

l?aBl0'35'35",64,. log!,» sa 9,4557205, logü 

^=26° 7'29",61, log Jf, = 9,6437775, log« 

log np es $ logna = — oo f 

npt — 0,2735056, hgf%-=s 0,2735056, 

lm = 9.7744811. « = 69°16'U".58. Hos£f 

A 



9,6259483, 
9,9079576, 
9,9849438, 
9,9815270, 
9,9531972, 



log-r* 2 - 

8 'i»i 



flog — = 9,7744811, 



« = 69°16'U",58, i log— = 9,9748902, 



— =14 14'57",95, logtaogi6 = 9,8393236, • - . 



1°39' 19",52, 



log(l+ ~) = 0,1316079, log(l+ ~) = 0,2766457, log(l+c) = 0,2935671. 
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Vätores primae transformatumis: 
a! = 28°2y55",91, logw',= 9,6786471, 

ß' = 22° 14' 7",30, 
Y = 1°15' 8",16...., 
B' = 2°37'30 // ,83...., 

^ss 3 e i8'ß9",o5...., 



log/ = 9,6839138, 

log/»', = 9,3625609, 

log« «'/ = 9,8758550, 



log/', «9,5779651, 
logc' t =8,3395401, 
log l\ =8,6608930, 
log< = 8,7615750, 

: 0,1919412, 
log?' » 



log/n' = 9,9439032, 
log/' =9,9664408, 
logc* =9,9998963, 
log*' = 9,9995439, 
log*' = 9,9992745, 



log/, 



nn'p\ __ 



log J^= 0,2978899, 
| log ~ = 9,99552239, 
-2£ = 2°56'54",25, 



= 9,6989700, 
s 9,3776171, 
log««'?'= 9,8909112, 

log-7^ = 0,3129461, 
«"= 35°32'38",54, 
<aogfc = 9,5058636, 



log(l+~)=0,2585580, log(l+*£-) =0,3004915, log(l+0«= 0,3009782. 



// 



a 
ß" 



Volares secundae transforrmtionis: 
5° 53' 48",50 f logm'; = 9,01 17272, 



.// 



s5 , 42'25 // ,22...., 
Y- =0° 0'25",45...., 
B"=0° 4' 7",73.t.., 
^"=0° 4'15",94...., 



log/' = 9,5654752, 

log// = 8,0730456, 

log » ri n" /' = 9,8000439, 

log 2~fi =0,2983197, 

0,2988047, 



log/? = 8,9975674,' 
log < =6,0912836, 
log l" x = 7,0795564, 
kg*? = 7,0937162, 

log«" = 0,0426275, 

log?" 



•i m i 
log(l + /"m") 

Valores tertiae transformationit: 
«'" =0°17'39",61...., logw'," =7,7107228, 
0'" « O" I7'39",05 . . . , , log /'," = 7,7104896, 



Iogm" = 9,9976958, 
log/" =9,9978420, 
löge" =0,0, 
logi" = 9,9999997, 
log« 7 ' = 9,9999997, 



9,7918491, 
8,0885315, 
0,0264178, 

0,3138056, 



log?;' , 

10g«/l' /!"?"■ 

log— „f 1 = 

log (1 + *"*"> « 0,3010297, 



log m'"= 9,9999943, 
log /"' = 9,9999943, 



y " = 0" 0' 0",00 . . . . , log <" = 0,5807404— 9, log c'" = 0,0, 



tu 



Fatf 1 0' 0",15...., l0g< 

^'"=0° o / o",i5...., log»; 



f# 



3,8700176, 
3,8702508, 



logt"' 
log*"' 



0,0, 
0,0, 
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log*"'«: 0,0022253, 
log;»'" = 9,5584309, log?"'= 9,7961276, 

log/»;" = 5,4827333, log ?™ = 5,4982245, 

\ognn'n"n'"p l " s= 9,7952249, log nn' n" n'" q" 4 z= 0,0329216, 

__ __/ rnrnff mm/M «4*^ mm' § SS iäi 4Ü 

log ILIJ^A« 0,2983149 «Iogü,, log ^^ii. «0,3138061 « logK, , 

1©g(l+/"'*ii''0— 0,3010244 
Volores qmuiae irmufarmaHottUt 
«"= p* *=0>Q' 0",72.... t logiwfnnrlog/f = 5,1201880, 

y = OPO'O^OO, logc? = 0,5594208—18, 

<*"=£" = OWO^OO, log«» = feg*" = 0,4392328—13, 

log tf* =0,0000056/ 
logj»«* =9,5584127, log/ T = 9,7961384, 

Iog^f = 0,3018913— 10, log?? = 0,3173825—10, 

log« «V Wy = 9,7952123 = log II, logft n W V'f = 0,0329380 » logK, 

log-; p m ~ ' =>ogn o kg g « =k>gK <<! 

Ftffor tutegraUs: 

L \ Kt-c.**w-?*>»l ■->+*-* - (4.»**J*6)P-(3,00S114)<?. 

Quia moduli primi et seouudi exempfi iidem sunt, nee neu modoK 
in tertio et quarto exemplo, ai in secundi et quarti exempli integralibue 
ponamut: 

ad eosdem vatores perveaiamus necewe est, quos in prime et tertio exemplo 
invenimu«. Id quod calculo usque ad ultimum deeimalem eomprobatur* 
Habemus enim inde in aeeundo .exetnpkti 

(0,788779) tk + (0,798650) Kt , 
et in quarto exemplo: 

. (1,136012)^ + (3,008114) K t 
pro appropinquatit fategratium propositorum vatoribus, quippe qui raloret 
usque ad ultimum deeimalem cum vatoribua eorumdem integralium in primo 
et tertio exemplo congruuut« Quae eum ita sint, in utroque exemplo 
egregiam tbeoriae nostrae eonfirmationem per ae iptam adepti sumus* 
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23. 

Nota de erroribus quibusdam geometricis, qui in 

theoria functionum leguniur* 

(Aaclort C G. J. Jacob* , prsf. sr*. mlh. Regio«.) 



JLremonstravi io alia commentatione, praeter eurvas planas extare millas, 
quarum radii osculi ourvam centrorutn curvaturae tangent, sive superficiem 
erolubilem forment. Secus putabat ill. Lagrange, qui in theoria functio- 
num pag. 229 etc. No. 35. conditionent analyticam exhibpt, quae ad hocjjlo- 
cum habere debeat, neque videt, ter eam intpgratam io plani aequationem 
abire. Sed vir Sil«, mox adeo ipsas lineas dttpliciter eurvas assignat, quae 
ilia proprietate gaudeant, scilicet lineaa curvaturae in data auperficie: legi« 
mua enim pag, 248 : 

„Tfou il suit que les lignes suwant lesquelles le rayon de courbure 
sera tangent de la courbe des centres, sont les mimes que Celles de 
la plus gründe ou de la moindre courbure" 

et mox pag. 245 : 

„II n'y aura, sur une surface quelconque, que ces lignes O e * lignes 
de cpurbure) qui puissent avoir une devetopee s formte par les rayon* 
de courbure." 

Scilicet nescio quo factum est, ut vir ill. normale« auperficie! put*» 
verit esse linearum curvaturae radtos osculi. Sane normales ad superfi« 
cirm, in punctia lineae curvaturae ductae, formant superficiem evolubilem, 
sed eae non sunt lineae curvaturae radii osculi« Novimus enim, radios 
osculi curvae, in superficie data descriptae, simul superficial normales non 
nisi iü lineis superficiei brevissimis esse. 

Sequitur ex antecedentibüs , in data superficie lineam curvaturae 
simul lineam brevissimam esse non posse 9 nisi sit curva plana. Nam nor- 
males ad superficiem in puuetis liueao curvaturae duetae formant supcrS» 



28. €• O* /. Jacobi, nota dt ttroribui qttibusdmik gtomeirk**, j^4J 

dem evolubilem, ideoque com in lineis brevissfmis normales superficial 
lint curvae radü osculi, radii osculi lineae curvaturae, quae timul linea 
brevissima est, superficiem evolubilem formant; unde sequttur, ourvam 
esse planem« Nam in alia eommentatione buius Diarii T. XIV« (zur Theo- 
rie der Curven), sicuti supra adnotavi, demonstratum est» radioa osculi 
formare superficiem evolubilem non nisi in cunris pfooii. Exemplum ha* 
bes in meridianis superfieierem rotnndanim» quee sunt curvae planae 9 efe 
mulque et lineae brevissimae et lineae curvaturae, 

Regiomontii 28« Juli 1830« 
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24. 

Demonstratio et araplificatio nova theorematisGaussiani 
de quadratura integra trianguli in data superficie 

e lineis brevissimis formati. 

(Aictors (X G. J. Jacobi, prot mdk. ort. Rsgian.) 



Data superficie quacunque , fingatur superficies sphaerica radio = 1, qua- 
rum superficierum puneta singula ita sibi respondeant, ut radius e oentro 
sphaerae ad punctum superficiei eius ductus sit paralMus normali datae 
superficiei in puncto respondente« Ita delineata in data superficie figura 
quacunque» alia ei in superficie sphaerica respondebit figura, cuius aream 
ilL Gauss apellavit figurae in data superficie descriptae quadraturam inte- 
grum. De qua baue praeolaram praepositionem demonstravit : 

Theorema Gaussianum« 

Triangulo in data superficie e lineis brevissimis formato, quadra- 
tura eius integra aequalis est excessui summae trium eius angulorum 
super duos angulos rectos. 

Ltneae brevissimae in superficie rooantur, quarum radii osculi suut 
superficiei normales. Unde in quoque trianguli e lineis bretisiiimis formati 
an^ulo <?uobus eius lateribus se in illo intersecantibus eadem erit radii 
o"-ai?i directio. Cnrvam autem quameunque considerare licet ut oertae cuius- 
«jam superficiei lineam brevissünam ; neque enim aliud ad boo flagit&tur, 
um quod plana, radiis osculi curvae orthogoualia, superficiem tangaut« Bino 
sine negotio e propositione Gaussiana baue generaliorem oolligb: 

Theorema I. 
Fvrmetur in spatio triangutus e tribus eurvis quibuscanque, quae 
binae in angulo, quo sibi oecurrunf, eandem radii osculi direetionem Ita- 
beant; duemttur porro e eentro sphaerae, cuius radius ~1, radii ad su- 
perficies* eius, radiis osculi eurvarum paraUeli; qui radii in superficie 
sphaerica aUas tres deüneabunt Uneas dupliciter curia* triangulum for- 
mantes, cuius area aequaUs erit excessui summa*: triuui angulorum trian- 
guli propositi super duos attgulos rectos* 
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Theorema antecedens sub formis diversis exbibere licet, quibus ge- 
nuina eius indoles melius perspicitur. Quod fit per cnusiderationes sequentes, 

Antemittimos propositiones notas de reciprocitate polari figurarum 
sphaericarunu Quae ea est reciprooitas, ut puncto respondeat circulus maxi» 
mos, cuius illud poliis est, et vice versa; arcui circuli maximi aagulus 
sphaerieus itliua supplemeuto aequalis et vioe versa; curvae alia curva, 
cuius puneta illius tangentium poli sunt seu cuius tangente» in illa polos 
babent« Qnibus statutis, eonsideremus duos polygonos sphaerioos n hie- 
rum inter se polares; alferius area e notis praeeepris sphaeriesa aequivalet 
excessui summae angukmim eius super 2«— 4 ängulos rectos; alterius 
circumferentia propter reciprocttatis modum indicatum aequivalet exeessui 
2 n angulorum reotorum super eandem summam, cum latus alterius polygoni 
alterius anguli supplementum sit* Quod suggerit notam propositionem : 
„Propositis duobus polygoni» sphaorieis'iiiter seipolaribus cuiuslibet nu- 
meri laterum, summam arcae alterius et circumferentiae alterius- ae- 
quivalere quatuor angulis rectis," 
Quae propositio pro numero laterum infinite de curvis spbaericis habetur. 

Sit iam übe triangulus noster in superficie sphaerioa» e tribus cur- 
vis bc y co, ab formetus. Cuius trianguli figura polaris erit bexagramma 
AJ t BB L CL\ , formatum ex arcu circuli maximi AA t angulo a polari, eur va 
ji x B curvae ab polari, arcu circuli maximi BB t augulo b polari, curva 
B k C curvae bc polari, arcu circuli maximi CC t angulo c polari, curva C l A 
curvae ea polari* Pro bis figuris propositis autecedens hano aequationem 

soggerit: 

area a b c -f- circumferentia AA k BJ\ CC k r=s 360^. 
Sit porro aß 7 triangulus propositus, in spatio e tribus curvis ßv, 70, aß 
ibrmatus, quarum radu osculi paralleli sunt radiis sphaerae, e centro ad 
puueta circumferentiae abc duetis, Krit e theoremate I.; 

area abc b « + ß + 7— 180', 

si ve e formula praecedente: 

*+ ß + 7 + circumferentia AA L BB k CC k a 450V 

Est autem propter reeiprocitatem polarem: 

AA t ^18(f—a 9 BB 1 = 18ü n ~Ä, CC^UKf-c, 
uade tbearema I. in hano formulam abit: 

JtB + BtC+CtA s o+b+c— (e+ß + y)- 
Yocemus planum radiorum osculi planum parallelum duobus radiis osculi 
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se pro&ime inseqi lentibus , plana radiorum osculi curvarum ßy f ya, aß 
parallela erunt respective plauis oirouloniro maximorum curvas bc 9 ca, ab 
tangentium. Unde facile demonstratio , data curva ßy, construi in super* 
ficie sphaerica curvani Bfi per radios e centro sphaerae duotos, planit ra- 
diorum osculi curvae ßy parallelos; eodemqtie modo e ourvis datis 70, aß 
determinantur in stiperficie spbacrica curvae C^, A t B m Differentiae a — a, 
b — ß 9 c — 7 hoc modo construo» 

Est a augulus iuter tangentes curvarum aß et «7 in puncto intcr- 
sectionts a; qrifee curvae in puncto illo ex hypothesi eandem directionem 
radii osculi babent ; quae directio cum utrique tangeoti ortbogonalis sit, atquo 
planum osculi per tangentem et radium osculi transcat; aogulum a etiam 
designare possumus ut angulum inter plana osculi curvarum aß et «7 in 
puncto intersectionia <*♦ Angulus a aequalt* est angulo inter plana radiorum 
osculi earundem curvarum in eodem puncto. Hinc per directionem radii 
osculi, curvis aß et a 7 in a communem, ducere possumus qoatuor plana, 
ourrarum aß et ay duo plana osculi etduo plana radiorum osculi, quorum 
illa formant angulum o, baec angulum a. Quorum igitur angulorum diflfo* 
rentia n — a aequivalebit etiam differentiae anguli inter planum osculi et pla- 
num radiorum osculi curvae aß in puncto a et anguli inter planum osculi 
et planum radiorum osculi curvae C67 in eodem puncto &• Eodem cum 
de duabis quoque relirpits differentiis b — ß, c — 7 valeant, sequi tur, de« 
si"nantibus respective a', ß', y' an^ulo*, quos plana osculi et plana radio- 
nim osculi curvarum ßy, 7a, aß in punetis ß, 7, a inter se formant, 
atque a", ß"> 7" angulos, quos respective plana osculi et plana radiorum 
osculi curvarum ß7, 7a, aß in punetis 7, a, ß inter se formant, fieri 

0- a = 7'— ß"t 4— ß = a'— y", c—y == ß'—a". 
Unde tbeorema I. iam hano novam formara induit: 

B g C+C t A + J g B = a'-o"+ß — ß" + 7'— 7". 
Curva B k C neo non anguli a', a" per solam curvam ß7 determinata sunt 
curva C V A et anguli ß' % ß" per solam curvam 7a, curva A X B et anguli 
7'» 7" P eP 80 ' am curvam aß. Unde ex una aequatione antecedente faofli 
divinatione colligis tres sequentes: 

B k C = a'- a", C k A = ß'- ß'% A X B = 7'— y' # 
Qao facto devenimus ad verum fontem tbeorematts I. simulque theorema» 
tia Gaussianiß videlicet ad propositionem sequentem: 
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Theorems IL 

„Proposita eurva quacunque aß, ducantur e centro sphaerae, cuh$$ 
„radius = 1, Hneae planis radiorum osculi curcae aß orthogonales; qua* 
„in superficie spliaerica depmgent aUam curvam a,b cum* UmgUuio ab 
„aequivatebit diferentiae angularum, quos in extremitatibus curvae pro* 
„posiiae, a 9 ß planum radiorum oscutt cum piano osculi formal" 

Cuiut novi theörematis haeo est demonstratio simplex et elementaris* 

Demonstratio (cf. Fig. 200» 

- Cum hie tantum de directiooibui reetarum et planorum agatur, rc- 

praeseDtemus omnes per puneta et circulos maximos in superficie sphae» 

riea descripta. Ducantur igitur e centro sphaerae radii Op, Oq 9 Or 9 

Oe curvae aß tangentibus se proxime insequentibus primae, seeundae» 

tertiae, quartae paralleli; erunt plana Opq f Oqr f Ors planis osculi primo, 

seeundo, tertio paralleli, cum planum osculi per duas tangentes se pro* 

xime insequentes transeat. Proloogetur arcus pq usque ad P 9 arens fr 

usque ad Q> arcus rs usque ad Ä, ita ut 

pP = 9 Q = rR ss 90°, 

erunt OP, OQ > OR radiis osculi primo, seoundo, tertio paralleli; ideoquo 

plana OPQ> OQR parallela planis radiorum osculi prjmo et seeundo. 

Bis praemissis, obsarvo, theorema IL demonstratum esse, ubi pro« 

batum sit) elementum curvae ab aequale esse differentiali anguli, quem 

in puncto respondente curvae proposilae aß planum radiorum osculi cum 

piano osculi facit* Integrationibus enim facti», iisque ab altero limite cur* 

varum aß, ab ad alterum extensis, theorema propositum provenit. Est 

autem elementum curvae o b aequale angulo inter duo plana radiorum osculi 

curvae aß se proxime insequentia, sive in figura nostra supplemento anguli 

PQR 9 vel si arcus PQ ultra Q usque ad Q' prolongatur, angulo RQQ'm 

Porro angulus inter planum radii osculi et planum osculi est in eadem figura 

qPQ, eiusque differentiale qQR — qPQ* Unde formula demonstranda est; 

RQQ< « qQR-jPQ, 
sive 

q PQ » qQR-Q'QR a qQQ' a l&f-qQP. 

Hoc est, demonstrari debet, si arcus pq 9 qr f rs sunt quautitates infinite 
parvae primi ordinis, fore differentiam qPQ — pQQ' quantitatem infioite 
parvam ordinis seeundi« Quod sponte patet. Habetur enim in triangulo 
sphaerico qPQ: 
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sin f PQ : sin f QP = sin 7 PQ : sin; QQ' = sin ? <?.: sin yP f 

SIT* 

sin 7 PQ : sin f QQ* = 1 : conpf; 

unde 

sin 7 PQ: sm y^O— sinyQQ' = l:2cos*ij>?. 

Qn* formula patet, si pq est ordinis primi, fieri %\nyPQ — sinyQQ 7 ideo« 
qua etiam ?PQ — ?QQ' ordinis seeimdi, Q. D. ü 

Demonstrato theor emate H. , ex eo per ratioeinia supratradita theo« 
rema I. deducis, cuius casus particularis theorema Gaussianum est, e quo 
tarnen ad generalius transltum facillime patere ridirrnuL Docet insuper 
theorema I., theorema Gaussianum etiam valere, si iafera trianguli sunt 
eunrae quaeeunque, quae inbiuis angulis, per quos transeunt, lineas brevis- 
simas o&eulantur; quae adeo iacere posaunt in superfioiebus dirersis, qnae 
binae in aogulo trianguli neue taogunt. Nee non de theoremate IL facile 
deducis geoeraUerem.propesitionem, qua looo trianguli polygonus n lata« 
rum 9 ' sünulque loaa excessus super quatuor augnlos reetöa ponitur excea- 
sus super 2/i— -4 angulos reotos» 

Si theorema II« quod facili eonstraotione geometrioa patebat , per 
forniülas analytieas demoostrare ctipis, in calcülos coinplicatiores ioeidis« 
Qui adeo, si, quod rulgo ilt, y et s ut fnnetiones ipsius x eonsidera** 
atque differentWa d* eonstans ponis, tarn molesti fiunt, ut facile ab iis 
afchorreasv Concinniores evadudt et symmetria eommendati, si eunrae 
clementum is eonstans ponis# Statute 

erit 

x'x* + y'y' + xf zf s= 1, 

ar'^' + y'y " + *"*" = 0, 

x"x" + y"y" + *"*" a — [x'x'"+y'y'"+z'zf"], 
3[x"x"'+y"y'"+zr'zf"] a — f*V v +yy w +*'*% 
Posito porro 

y V— *'y" » o, *'*"—*'*" = *, x'y' '— y'x» = c, 
inveni* : 

aa + bb-free 

« (*V+y'y'+ *V0(*''^'+y''y"+ *"*")— (*VH- >'/'+*'*'')% 
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Porro posito 

(y'V- *"y'"f+ {*"x"'-x"i'"Y+ (x'y"- y"x"'f « JV, 
x , (g»a" 4 —*"y'")+y i (ß"y" t -y"& , " l + »'(x"y'"-y"a:"') = J, 
cum sit 
% » (,// x ,u _ x u % iit} _ y / ( x //y / a _ yii x w) - x in (yy-f * v<) - *" (y'y'" + * V") 

= -«"(«'aj"^^"'-!-*'*'"), 
aj'(x"y ,M — y"*'") - «'(y"*'" - a"y'") = y '" (s' a"+ *' x") -y" (»'»"'4- xV) 

= -y"(x'a:'"+y'y'"+»'a'"), 
y' (y' V" - *"y"') — x'(s"x'"- x"*'") = «♦"(*'*"+ y'y 41 ) — *"(ar'x'"+ y'y'") 

= -»"(<r'x'"+y'y'"-f »'»'"), 

invenitur 

d/l = (a?V+ y'y'+ %*»*) #— (x"x"+ y"y"+ *"*") (*'*'"-} y'y'"+ s'»"0*, 
sive 

iV = J'+(x"x"+y "y "+*"*")*. 
His praemissis, observo, designanle p radium osculi, haben 

-L = «"«"+ y"y"+ *' V = o« + bb + cc = - ix'x"'+y'y'"+ *'*'"] ; 

porro cosinus anguloruin , quos radius osculi cum axibus coordinatarum facit, 

9*"* Q9"> <*">' 
cosinus anguloruin, quos cum planis coordinatarum facit planum osculi, 

QO, Qb 9 qc. 

Unde cosinus angulorum , quos cum planis coordinatarum facit planum per 
duos radios osculi se proxime insequentes ductum , sive planum radiornm 
osculi, fiunt: 

VN » "7F ' 7n 

Hinc, si ponitur 

fit anguhts inter duo plana radiorum oscuU se proxime insequentia 

porro sinus ait^tffi w/er planum o$cuU et planum radiorum osculi 

J 

VN * 

unde, cum sit 

* - ^+£, 

eiusdem anguli • cosinus, tangens 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hfl. 4. 46 
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m 
m 

1 



, ?<*> 



9* VN 
ideoqae anguH i$Uer planum otculi et plani ratüonm otcuti dtfferentiole, 

d.g'J _ d.ff'J 
i+Q*J* ~ f*N 

His expressionibns invenüs, tkeorema IL contmetmr fomula demotutranda: 

d.Q'J _ /V» 

p'JV "" fN 
nee 

d.$J = q"1 dt. 
Habetur antom 

porro 

Ü£l = -3 [*"*'"+ y"y"'+ «"»'"] = artr ,v +yy v -M'»'\ 

nnde 

-^p = (*'* ,v + y'y' v + »V v ) (*"' o + ,'" 6 +V"c) 

-(x'*"'+f y"+*V")(* ,v o+y ,v 6 +* ,v c). 
Qoae expressio. cum sit 

l'c-»'b = -x"(*V+yy+»V)+*'(*'*"+yy'+»V') = -•",' 

«'ft-f'a = -»"(*'*'+ jr'jr '+*'»')+«' (*'*"+f '*"+*'»") = -»", 
in hanc abit: 

{/ cm 

Q. D. E. 

Regimontii 27. Jol. 1836. 



25. Minding, Itaret* mne* geometrischen Saum* 351 

25. 

Beweis eines geometrischen Satzes» 

(Von Hm Dr. Ferd. Minding.) 



Aß eine krumme Fläche werde 9 in einer darauf befindlichen Cnrve A, 
eine abwickelbare Berührungsfläche angelegt, und hierauf die Curve abge- 
wickelt. Es sei R der Krümmungshalbmesser der Curve A y in irgend einem 
Puncte, t die Neigung der Berührungsebene der Fläche gegen die Ebene des 
Krttmmungskreises, p der Krümmungshalbmesser der abgewickelten Curve 
in dem entsprechenden Puncte; so findet bekanntlich zwischen den genannten 
drei Gröfsen eine sehr einfache Gleichung Statt, nämlich: pcosisA. 

Dieser interessante Satz kann auf folgende Art streng bewiesen 
werden: 

Es seien ab — ac[=di\ (Fig. 21.) zwei auf einander folgende unend- 
lich kleine Elemente der Curve A> also bac die Ebene des Krflmmungskreises 
ferner sei ad der Durchschnitt der durch die beiden Elemente ab und ac 
gehenden Berührungsebenen der Fläche ; mithin bad und dae diese Berflhrungs- 
ebenen. Man verlängere ba über a hinaus; es sei £.dae = a, dae = a+€, 
eae^ß. Da ß der Winkel zwischen zwei auf einanderfolgenden Tangenten 
der Cnrve A ist, so ist bekanntlich Rß — d$. In der Ebene bad nehme man 
/Ldaf=-dac=sa, so ist fae=*e der Winkel zwischen zwei auf einander fol- 
genden Tangenten der adgewickelten Curve, und folglich jfe=d*. Um den 
Punct a werde eine Kugel beschrieben, so bestimmen die drei Halbmesser 
ad, ae, ac ein sphärisches Dreieck dec, worin Seite dc—a, de~a+6 y ec==ß 9 
l m dec = % ist. Folglich hat man: 

cosa==cos(a + s)cos/94-cosfsin(a + £)sin/9, 
oder, wenn man nach Potenzen der unendlich kleinen Grflfsen c und ß ent- 
wickelt, und nur die ersten beibehält: = —«sin a + /9sinacosi, mithin 

t = /?C08f, 

oder, weil * =— , # — -5- ist, 

f ' H 

1 cosi 



9 ~ Ä ' 



w. i. b. w. 
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26. 

Ueber das integral der linearen Differential 
gleichungen höherer Ordnung. 

(Vom Herrn Dr. Seheltbach zu Berlin.) 



Uifferensürt man viermal nach einander den Ausdruck 

in dem X eine Function von x ist und die verschiedenen a Constanten sind, 
so erbalt man 



2. 



ä'y 



dx' 



«u 






«1 


flu«» 


. «■)<*! »J 


<h 


0««»j 


0,»O..Oj 


<h 


Oi<h 


0,0,0,1 


«i«b 






OjOj 





dx 



+ 0,^,^01 Jf = X, 



wo die einzelnen Theile der Coefficienten von -~, -Ä, —^ der bessern 

Uebersicht wegen senkrecht unter einander statt horizontal neben einander 
geschrieben sind und allen nur einmal das gehörige Zeichen vorgesetzt ist. 
Die Coefficienten selbst bestehen entsprechend aus den Combinationen ohne 
Wiederholungen zu ein, zwei, drei, vier der Elemente o», a M a^ a,. Ist 
daher die Differenzialgleichung vorgelegt: 

ö dx* +iti dx' V ^dx % +Hi dx +Ä4 * " A > 
und sind Oo, a M o*, a 3 die Wurzeln der Gleichung 

so drückt die Formel (1.) das Integral der Gleichung (3.) aus. 

Ein höchst einfacher nnd bekannter Schlufs ffthrt sogleich zu dem 
allgemeinen Resultate, dafs, wenn die Differenzialgleichung 

gegeben ist, und Ou, o,, a„ a._, die Wurzeln der Gleichung 

6. «"+*,«*-'+*,«-'-}-••••*,, = 



26. Schellbach, über das Integral höherer Differenzialglefchungetu 353 



sind, ihr Integral aasgedrückt werden kann durch 

7. y = e*f4^*4mfi*r^ faß . . f e ia *-*- Q ^ x dxfe~ a *- iX Xdx. 

Lafst sich aber die Gleichung (6.) in die Factoren 

auflösen, dann erscheint das Integral von (5.) unter der Form 
8. y==e rt ^V a ^>*ite y y , V a ^ ' ) ^a:y r * Vi 



• • ' J 



'"•-* (o»-a»~i)- 



*J *m- 



dx 



f 



~e~ amX VA ~ m 



Xdx~, 



weil sich in (7.) mehrere Exponenten von e auf Null reduciren. 

Dies ist, ad viel mir bekannt, die erste allgemeine Formel, welche 
das Integral der Gleichung (5.) für alle FäDe ausdrückt. 

§2. 
Sind jetzt <x u , a n « 2 , .... Functionen von x, so mag, wenn <foo* 
rfa,, da^ .... die Differenziation nach a? bedeutet, folgende symbolische Be- 
zeichnung Statt finden: 

(ff,+ d)ff =; ff,ffu+dffu, 

(<*i + rf) (<*i+ rf) ff = («*+ d) («!««+ **<i) = «h«i«u+ d. a,ff + a 2 rfa -f rf'o,, , 

(ff 3+ rf) («2+ rf) («i+ rf) «o = («3+ <*) («2«i«u+ rf . «i«u+ ff* rf «u + d*ab), 

== O ja a«i»o+ rf • « ^ !«!)+ ff 3 rf • ffiffo+ rf* • «|ffo+ « sff .» ä (t it +- rf (ff 2 rf ffn) + d* «o 

und so überhaupt ganz allgemein. Die in einem solchen Symbol 
(a N +tf)(0„+i+rf)'.«.(ffi+<Offu angedeuteten Multiplicationen werden nach ein* 
ander von der Rechten zur Linken ausgeführt; alle Ausdrücke, die rechts 
schon entstanden sind, werden an ein folgendes d und a angeschoben; tritt 
(T zu d, so entsteht <f +1 ; alles Uebrige ist deutlich. 

Differenziirt man nun wieder viermal nach einander den Ausdruck 

9. y = e A*y;>^^ 

so erhält man vermöge der angegebenen Bezeichnungsart 



10. 



d 4 y 
dx* 



l-«o 


+(«.+<*)«» 


^+(«jH-rf)(«i+rf)«o 


«1 


(«j+d)«u 




«J 


(«,+d)«,, 


(a,+rf)(«,+rf) c„ 


«3 


(«,+rf)«, 


(«j+rf)(«i+«f) «i 


(«,+*)«, 




(«i-H*)«j 




+ (? 


«J+<0 (<*»+<*) (*|4 


-<f)«oy *» X 



cte 



354 26. Schellbach, über da$ Integral höherer Difermuialgkiekungen. 

Die Gestalt der Formeln ist hier fast gans dieselbe gebliehen wie 
im vorigen Paragraphen; die dort constanten Exponenten von e sind hier 
Functionen von x, aufserdem ist in ihnen das Integrationszeichen, getreten, 
and in der entwickelten Differenzialgleichung ist auf gans Ähnliche Weise zu 

den Coefficienten von ^v^dr* :t~* 9 noc h das Zeichen der Differentiation 

hinzugekommen. Es lüfst sich beweisen, dafs die zwischen den Gleichungen 
(9.) und (10.) angedeutete Verbindung ganz allgemein ist, was aber nicht zu 
unserm Zwecke gehört; wir betrachten die symbolische Darstellung der Coef- 
ficienten der verschiedenen Differenziale von y als eine blofse Abkürzung, 
und sieben Oberhaupt nur aus diesen Entwicklungen den Schlafs, dafs sich 
die Integration einer linearen Differensialgleichung mit veränderlichen Coef- 
ficienten auf die Integration einer Gleichung von einer um die Einheit niederem 
Ordnung zurückbringen läfst, die aber im Allgemeinen nicht mehr linear ist 
Wäre s. B. die Gleichung gegeben : 

wo />, q, X Functionen von x sind, so weifs man, dafs 

12. y = e - f ^fefi*^ )dx fef a * dx Xdx 
das Integral der Gleichung 

^+(«i+d)«uy -x 

ist. Lassen sich nun die beiden Gleichungen befriedigen: 

14. ««+ «i =*p nnd ai«u+rf«u = 
oder a u nnd a % durch p und q ausdrücken, so giebt (12.) das Integral von 
(11.). Es sei z.B. 

Die Gleichungen (14.) werden befriedigt, wenn a = x— 1 und a, = 1 an- 
genommen wird; die Formel (12.) giebt also das Integral von (15.) unter 
der Gestalt 



13. 0+« o 



16. y = e'+*+*f*"-' l *dxfeXdx > 
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Differeiuuirt man vier mal nach einander den Ausdruck 
17 , , «.fi^f^tof^tofi-lUx, 



so erhält man die Gleichung 



18. 



rf4 » n. 



LA 

X 



O, («,+!) 



J 

9 



r^-«ü(«i+i)(*+2) 

ab(a,+l)(«s+a) 



±.4 

0* <te 



1 



+*,(a 1 +l)(a i +2)(« J +8)-i T = X 



a» 



Bedienen wir uns nun der schon bekannten Beseichnung 

«(t»±a)(« + 2«)....(«±(«-l)a) = («,±«)\ 
so finden wir 

19. («-„,,)(«-«»,- l)(«-a,-2)(t»-flf,-3) = 



(«, — i)*~abl (•, -ly+^Ca.+l) 
«i <fc(«»+l) 

«J «l(«2+l) 

«i(«b+l) 



(n,-l) , -flb(«i+i)(«i+2) 

ai,(a.+ l)(^+2) 

«u(«rM)(«b+2) 

: «,(Ay|-1)(*yf2) 



(«, -l) 1 



«i(«j+l) 
+<V(a,+ !)(«,+ 2) («,+ 3). 
Um also die Coefficienten von («,— 1)\ («, — 1) a , («,—!)" oder von 
«.« — l.K— 2, u.u— 1, *, 1 zu erhalten, braucht man nur die verschiedenen 
Classen der Combinaiionen ohne Wiederholungen aus den Elementen 4» ffi , 
0^ a% *tt bilden und der ersten Combinationsstelle 0, der (Weiten 1, der 
dritten 2 und der vierten 3 hiniuxufogen. Vergleicht man nun die beiden 
Ausdrücke (18.) und (19.) mit einander, so ergiebt sieh, dafs wenn die Dif- 
ferentialgleichung vorgelegt ist: 



und f , v\, v 2 , v s die Wurzeln der Gleichung 

21. (t#, -i^+^c«, _iy + ^(^ -ly+ifc,^ _iy +Ai m 
sind, und man die Gröfsen <*„ a n «h, o, so bestimmt, dafs 

dafs dann die Formel (17.) das Integral der Gleichung (20.) ausdrückt, oder 
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wenn, man die Wurzeln der Gleichung (21.) selbst einführt, die Formel 

Die Formel (19.) wird etwas allgemeiner , wenn man — statt u nnd 

49 je 49 49 

— , — , — , — statt o„, aj, o», Oj setzt und die gante Gleichung mit <** 

maltiplicirt ; man erhalt dann 

23. (*— oo) («»— «i —«)(«—«»— 2«) («— 03— 3«) = 



(w, -a) 4 -au 

«» 
«s 



(•», — «)>+ «o (»1+1) 

Oo(a,+1) 
«o(«j+1 ) 

«•(«3+1) 



(•»,-«)*-««(«rM)(«a+2, 
o, «,+ i)(«,+ 8) 
a,(a,+l)(a,+2) 
a, (*,+!)(«,+ 2) 



(«, -«)* 



^ statt X setzen; man findet auf diese Weise, dafs 



24. 



^. :.,. 1. ,~ . *~\3 JÜL _Li. ^XÄ^> i^ _J_ I. ^.X^ ^ 



«i(«j+0 

+ a («,+<0(«vf2a)(a J +3a). 
Ebenso kann man auch in (17.) und (18.) (a+ftx) statt x einfuhren, 
dann die Gleichung (18.) mit ß*(a+ßx)' multipliciren und in (17.) nnd (18.) 
X_ 

/*•<>+/*# 

^4 #tf ^^a ^# ^^ ^^^9f ^4 ^^^^f ^^^ kff 

y = (a+ßxfi/ia+ßxy 1 ? 'dxAa+ßxj~l r ~ , dx/ia+ßxj~t % dxf(a+ßxj 1 f~ t Xdx 
das Integral der Gleichung 
25. („ + ^ ) Ä + * 1 («+^) , ^+*,(«+/5x) ! '^+* J (a+^)g+* 4 y = X 

ist, wenn v , *,, y», v, die Wnrzeln der Gleichung 

26. («, -/?)♦+*, (ig -/?) 3 +*i(«, -#'+*,(«, -/*)' = 

sind. 

Dafs die hier gebrauchten Formeln ganz allgemeine Gültigkeit haben, 

wird am besten durch eine Formel bewiesen, welche ich im 1 2. Bande dieses 

Journals entwickelt habe. 

§.4. 
Wir versuchen jetzt die Involution von Integralen (7.) in einfache 
Integrale aufzulösen. Man findet leicht 

27. e«**fe<*^*dxft-°* x Xdx = ^^r/e^^Xdx + -^—fe^Xdx. 

Setzt man 

(•f-Oo)(ii-a,) = A 
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und differenziirt nach u } so erholt man 

Wird nun hier u=c und dann u = a x gesetzt , und dieses Setzen auf 
der linken Seite durch dA und dA t bezeichnet, so ergiebt sich 

d A = a {} — a t und d Aisss& l ^^c ii9 
und mit diesen Ausdrücken labt sich (27.) schreiben: 

e>* y >.-*)» dxfe-**Xdx es ££-fe-***Xdx + ^f^^Xdx. 
Setzt man hier e a * x Je—**Xdx statt -ST, so entsteht 

e**fy*v***dxfa**-*ü * dx/er***Xdx 

= -^ fo«r*** dxf<r»**Xdx*\- j£f* {a *~* t)x d */**** x Xdx. 

Wird ^^^^• )x rfW^ ÄJ ^^il^. Ä ..y^*Jirrf* durch 7 1 , 

bezeichnet und e* n * fe~ a » x Xdx durch £„, so erhält man aus der letzten 
Gleichung, wenn ihre rechte Seite nach (27.) in einfache Integrale auf« 
gelost wird: 



r»- / *^ * + 



( ö o~ a a)tf-^o («a — a o) d <* 9 



'2 



1 1 

Nimmt man jetzt 

an, differenziirt nach it und bezeichnet in dem Resultate wieder das Setzen 
von u~a n durch rf ^ , so lafst sich die letzte Gleichung schreiben : 

Wird in dieser Gleichung wieder e* %x fe~ ox Xdx statt X gesetzt 
und die rechte Seite nach (27.) in einfache Integrale aufgelöset, so kommt : 

{a x -a % )dAt S * + (a z -a t )dA t * 

*^a + TT v x J * ' $1 



(«a — a d dA % (<**—<**) dA 2 

Setzt man nun 

(u — a )(u— *,)(«* — a 7 )(ji~ai) = A, 
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und wendet die angegebene Bezeichnung an, so entsteht aus obiger Gleichung : 



i 1 



deon der Coefficient von S s war —5^—5^7 — 5^; — öä^ 
Nimmt man jetzt ganz allgemein 

28. («—o )(a — c,)(«' — Ol)- •••(»—«*-») = «^ 
an, differenziirt diesen Ausdruck nach u, und bezeichnet, wie schon immer 
geschah, das Setzen von v~a m in dem Resultate durch dA mt wo also 

&A m ss {o m — a )(a m — c,) .... (a m —a m _ 1 )(a m ^a m+l ) (o„— «»_»), 

•o ist bekanntlich 

Dieser einzige Ausdruck, in Verbindung mit der Formel (27.), zeigt 
nach dem bisher angewandten Verfahren, dais ganz allgemein 

30. e m '*fel*'—J*dxfe<>'*-"* ) *dxJ t . . . ,ffr>*'- m *J m 4xJt'- m <*+ m Xi* 



dA. 



Auf eine ziemlich ähnliche Weise lfifst sich auch finden , dau) 

31. *°y m * h -**d**f m r k *X** ss 

^*-r/"^2äV + ^ . *J^f~e-~Xd^ 
+ •** {(• -br*f n e- ix Xdx>"+ -L-. d ± a =!pf m - l e->>*Xdx'»-> . 

+ öTt? ' dZT^J * Adx +"~+ {i,+ir- l '~ <t«— l J e Xds l 

wo wir, dem Früheren gemäfs, 1 . 2 . 3 . . . . n durch (1,-)- 1)" bezeichnet haben. 

Man erhält in dieser Entwicklung die zweite Reihe aus der ersten, 
wenn man o mit b und m mit n vertauscht. Für diese Vertausohung an« 
dert sioh daher der ganze Ausdruck nicht, es ist folglich 

32. e ax f m iP-«) x dx m f n e- kx Xdx n = e hx / % V'- i > x dx H f m e'^ x Xdx m , 
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Ton dieser Gleichung aus läfst sich weiter schliefsen, und man wird 
unter vielen andern einzelnen Vertaiischungen auch finden, dafs sich z. B. 
in einer Formel wie (8.) durchgangig y mit v m , v % mit v m ^ , v 2 mit p m _* 
u. s. w« und zugleich a mit a m , a s mit a w _, , a 2 mit ö m _ 2 u, s. w. ver- 
tauschen lädst* 

Durch die Formel (31.) kann man leicht eine Involution von Inte- 
gralen wie (18«) in. einfachere Integrale auflösen. 

Ganz auf dieselbe Weise wie vorher die Formel (7«) iu einfache 
Integrale aufgelöst wurde , läfst sich auch finden, dafs 

33. x^fa'-'^dx/x^-^-idxf. . . .fic"»-"* -*- l äxßr a n-iXdx = 

S.ß~' Xi * + %;f*-" Xi * + 7rJ*-" Xi * +•-+ ö-/*-"" *'•»• 

wo die Coefficienten der Reihe dieselbe Bedeutung haben wie in (30.). 
Berlin, im December 1833. 
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27. 

Auflösung der Aufgaben 3. , 4. , 5. im vierten Hefte 

des 15. Bandes. 

(Vom Hern Dr. Scheübmch ta Berlin) 



Auflösung von No. 3. In Flg. 22. »ei B der Mittelpunet und C der 
eine Brennpunct einer Ellipse, deren greise Axe AB ist. Über AD sei 
aus B ein Kreis beschrieben. Zieht man nun durch C zwei auf einander 
senkrechte Sehnen £S, GM, so sind diese, der Gröfse nach, zwei con- 
jugirte Durehmesser der Ellipse. Bilden dann IF 9 HL zwei diesen Seb« 
nen parallele Durchmesser des Kreises, so werden dieselben von den Seh- 
ne» in zwei Puncten E, TV geschnitten, so dafs IE, EF die Vectoren 
sind, welche zu dem Durehmesser KS gehören und HN, ISL die Veete- 
ren, welche den Durchmesser GM begränzen. In der Zeichnung geben 
PR f TU und WV y OQ die wirkliche Lage der conjugirten Durchmesser an« 
Nach den obigen Erklärungen ist also PR = JTV=z KS y TD*=OQ=* GM } 
ferner CP = Cr=EF, CR^CfF^IE, CO=CU=NL und CQ=* 
CT=*HN. Es liegen übrigens FPF, LUO, HTQ und IRtT, sfimmtlich 
in Geraden, die auf AD senkrecht stehen. 

Stellt aber in Fig. 23. B den Mittelpunet und C den einen Brenn« 
punet einer Hyperbel vor, und ist BE die grofse und CE die kleine Halb« 
axe, die senkrecht auf einander stehen, so sind FI und XY die Asymp- 
toten der Hyperbel. Ist nun P ein Punct dieser Curve, so haben alle 
Linien dieselbe Bedeutung für die Hyperbel, die sie früher für die El« 
Upse hatten. 

Bezeichnen wir für die Ellipse und Hyperbel durch a und t die 
grofse und kleine Hatbaxe, durch x die Abscisse des Punctes P vom Mit- 
telpuncte aus gerechnet, durch r und f die conjugirten Durchmesser, durch 
v, v 1 und <P, <p' die Vectoren, welche bezüglich r und f begraozen, setzen 

für die Ellipse e = — — — >, Tdr die Hyperbel ea ^"'^ und drücken 

den Winkel FBD durch 8 aus, so erhalten wir: 
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für die Ellipse v = — tu oos£=s= — ex, v* =» a-t~**oos}=»a-|-ex, 

f* ss 11 2 — ^Vbi/i; 1 , 
<P =s sr— »*nsin£, (p 1 = -f-easin£, 

r* = c*— e'a'sin** ss 4*+ «>** b <pp* f 

und für die Hyperbel v = ex—b f v x «s ex-\-b, f s e*x 7 — 4* b tit^, 

(ßsse* — a, ^Be*+^ r 2 »**** — a* = 00 l « 

Der Anblick dieser Werthe der einzelnen Linien rechtfertigt die 
obigen Behauptungen und den Säte des Herrn Steiner* 

Auflösung von No. 4. Denkt man sich an die Hyperbel oder 
Ellipse , die in unserer Figur durch P geht, eine Tangente gezogen, so 

sehneidet diese auf der grofsen Axe ein Stuck gleich — ab« Der gröfsere 

OS 

Radiusvector von P ist ex-\-a. Nimmt man also auf ihm einen Punct Z 
an 9 der vom Focus um ex absteht, also von P um n, und verbindet Z 
mit dem Mittelpunete B f so ist diese Verbindungslinie der Tangente an 
P parallel; denn die Entfernung des Brennpunctes vom Mittelpunct ist 
ea, daher 



ea: — b ex:a* 



Nun bilden beide Tectoren mit der Tangente gleiche Winkel J folg- 
schneidet die verlängerte ZB auf dem andern Radiusvector ebenfalls 
ein Stück gleich a ab« Der Satz, wie ihn Herr Steiner ausspricht, gilt 
also für beide Curven; aber der Mittelpunot der Hyperbel liegt in der ver- 
längerten Bas» des von Herrn Steiner erwähnten Dreiecks, wogegen der 
Mittelpunct der Ellipse sich in dieser Basis selbst befindet« 

Auflesung von No. 5. Bewegt sich (Fig. 23.) in dem festen 
Parallelogramme ADCB das veränderliche Dreieck EFG so hin, dafs die 
Seite GE gleich und parallel DC bleibt, die Seite FE parallel mit BD 
und die Spitze F stets in AB fällt, so schneidet die veränderliche Seite FG 
die Seiten AB und BC des Dreiecks ABC in dem Verhältnisse, wie es un» 
sere Aufgabe verlangt. Die Seite FG ist natürlich am kleinsten, wenn 
das Dreieck FEG bei F rechtwinklig ist j in diesem Falle steht der Durch« 
schnittspunct H in der Diagonale BD senkrecht über A. Dafs die Seite 
FG bei der Bewegung des Dreiecks FlLG eipe Parabel berührt, von der 
BD ein Durchmesser und AC die Verbindungssehne der beiden Tangen« 
ten AB und BC bilden, ist bekannt« 
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Aufgabe 1« Die Gleichung der Ellipse 



,2 



x* . y 



sieh auf die Form bringen 



* a . .__ + Z! — i 

7» I ~* _l_ -,a ._ „a — *• 



Welcher geometrische Satz liegt in diesem Resultate und wie heilst 
derselbe für die Hyperbel ? Setzt man iu der ersten Gleichung a = A, 
so liefert sie x 1 -{-y^Eso 1 die Gleichung eines Kreises; nimmt man aber 
diese Substitution in der zweiten Gleichung vor, so ergiebt sich x 2 -\~y 7 
s= #*+y*— n*, also a = 0, Wie ist dieser scheinbare Wider- 
spruch zu erklären? 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Flachen des zweiten Grades sei: 

Jx*+By 7 +Cz* + 2Dyz + 2Exz + 2Fxy + 2Gx+2Hy + 2Iz + X=*0: 
dann ist 

(Aa+Fß+Ey+G)x + (Fa+Bß+Dy+irjy+(Ea + Dß+Cy+I)z 

+ Ga + Hß + Iy + K = 
die Gleichung der Berührungsebene an diese Flachen im Puncte (a, ß, 7}. 
.Bezeichnet man nun .die linke Seite dieser Gleichung durch 

wo $ alle griechischen Buchstaben und t alle kleinen lateinischen vertre- 
ten mag, so ist: 

[F&t)Y =F&S).F(t,t) 
die Gleichung des Berührungskegels an die Flachen des zweiten Grades, 
dessen Spitze in dem Puncte (o,ß,y) liegt» Hier befindet sich natürlich 
der Punct (o, ß, 7) nicht mehr auf diesen Flächen selbst, sondern im All- 
gemeinen außerhalb. Es ist F(t, t) das was aus F($, t) wird, wenn man _ 
o, ß, 7 entsprechend durch x, y f z ersetzt; eben so ergiebt sioh die Be- 
deutung von F(8 y 5). Man wird bald sehen , dafs F(t, t) s die obige 
Gleichung für die krummen Flüchen des zweiten Grades ist. Es soll 
nun die Richtigkeit der für den Berührungskegel aufgestellt 
ten Gleichung durch blo/'se Schlüsse, ohue Rechnung bewie- 
sen werden. Viele Gründe lassen sich leicht anführen, die diese Form 
sehr wahrscheinlich machen« 

den 4 ten Mai 1836« 
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28. 

lieber eine eigentümliche Entwicklung der Sinus 
und Cosinusreihe nach Potenzen des Bogens* 

(Vorn Herrn Pre£ Dr. ScheUbach in Berti».) 



jN ähert man sich in Fig. 24. unaufhörlich dem Punote A in der recht wink- 
ligen Spirale abcde,..., so erhält man offenbar seine Entfernung AB von 
der Seite ob durch die convergente Reibe 

bc — de+fg — ** + kl— mn + • ••• 
ausgedruckt , und seine Entfernung Bb von der Seite bc kann durch die 
ebenfalls convergente Reihe 

cd — */+ $ h — ik -f- in — . • . . 
gemessen werden. 

Die Spirale selbst kann den mannigfaltigsten Gesetzen unterworfen 
sein. Ist z. B. in Fig. 24. BAD ein Halbkreis, dessen Mittelpunct C, und 
die Ecken der Spirale befinden sich stets auf den beiden Geraden BF und 
ED, so sind die Seiten der Spirale, wenn man den Winkel ACB s= a setzt 
und den Radius des Kreises gleich- 1 annimmt, 

Sß = 2taug £, ÄF=2tang'-|, *'G«2tang 5 |-, GH = 2tang*£, .... 

also ist die Entfernung AK des Punctes A von BC oder 

2ung — 

sina = 2tang|- — 2 lang 3 £ + 2 tang 5 £ — 2 taug 7 • +.... = ±—, 

Diese Reihe convergirt natürlich nur, wenn a kleiner als 90° ist; 
denn nur in diesem Falle nähert man sich durch die Spirale wirklich dem 
Puncto A. Die beiden Geraden BF und ED kann man anders legen, 
oder statt ihrer beliebig andere Linien wählen. 

Hätte man die Spirale so bestimmt , dals man BE = BA macht, 

Vcs EA f FG — AF 9 GH— AG u. s. w., so werden die Winkel ABE= -£ , 

itfsi, AFGssz^, AGH=j£ u. s.w., da nämlich die Spirale im« 
mer rechtwinklig bleiben soll. In diesem Falle erhält mau: 



364 28« Sehellbtteh, eigtnthümliche Entwicklung der Sinus-- und Cosinuntihe. 

B£ = 2sin-|, J2F«4sin^sio-J-, FG =* 8 sin -|- sin -£ sin -| , 

Gif = 16 »III -j SIO -T- S1D -g- 81D jg > • • . • 

wodurch sich wieder Reihen für sina und cosa ergeben« 

Ein größeres Interesse hat folgende Bestimmung der Spirale* Es 
sei in Fig. 25. AB ein ganz willkürlicher Curvenbogen ohne Wendungs- 
punot, BH eine Normale an demselben« Man wickle den Bogen AB ab, 
so dafs der Punct A die Curve AC beschreibt, wodurch also die Gerade 
BC der Curve AB gleich wird und senkrecht auf BH zu stehen kommt« 
Wickelt man eben so den Bogen AC ab, so dab A die Curve AD be- 
schreibt und die Gerade CD dem Bogen AC gleich wird und sich senk« 
recht auf BC stellt, und verfährt eben so mit den Curven AD f AE> AJT, , . . #f 
so entsteht eine Spirale , welche die Geraden AG und BG durch die sue« 
eessiven Evolventen des Bogens AB finden lehrt. 

Es sei z. B. AB = a der Bogen eines Kreises , dessen Radius AH 
der Kürze wegen gleich 1 gesetzt werden mag, so ist 

AC=CD=f*d**?ia?, AD^m^f~t^^ % 

folglich AG oder 

sina ~- «-oi + OXu"" 
und GH oder 

co8a = l- + f - 074 — 



• • • 



Dafs diese Reihen für jeden Werth von es oonvergiren, ergiebt sieb 
jetzt duroh eine einfache geometrische Betrachtung« 

Die Länge der ganzen Spirale CBEFG . ... ist 



a* 



^ 1 "^1.2"^i.2.3"*"i.2.3.4 + 



• • • • 



= e* 



f 



so dafs also jedes einzelne Glied in dieser Entwicklung eine geometrische 
Bedeutung gewonnen hat« 

Sind allgemein BH und AH zwei Normalen an den Bogen AB z=zß 9 
und bezeichnet man den Winkel AHB durch ß, so sind die Seiten der 
Spirale: 

BC = ß, CD=fßda, DE=*Jfßda* 9 W^zfffßdti, 



• • » • 
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Verwandelt man durch theilweise Integration diese vielfachen Inte- 
grale in einfache, so erhält man, nach einigen leichten Reductionen, für die 
Lange der Spirale BCDE .... oder s 

s = e a /°e- a dß. 
Setzt man ferner BG = x und GA = y, so ergiebt sich eben so leicht 

/*a /•«* 

cos adß— cos et f sin a dß, 







u 



y = $inaf sin adß + cosa f cos adß, 











woraus man noch ableiten kann 

/u /• a 

cosadß, ysina — xeosa = / sinadß, 







ü 



st' + y' = jy e cos«d/9j + jy°sinarf/3J 











als Quadrat der Sehne AB. 

Ich glaube, diese Betrachtungen werden einiges Licht auch auf andere 
Reihen-Entwicklungen werfen. Bezeichnet man z. B. die Länge der Spirale 
durch s, so ist 

s = e a , also a = log nat *. 
Für s = 10 ist « = 2,302...., folglich gehört zu einer Spirale von 10 Fufs 
Länge ein Kreisbogen von 2,302 Fufs Länge, wenn der Radius des Kreises 
einen Fufs beträgt. Ein ähnlicher geometrischer Sinn läfst sich auch mit den 
Logarithmen anderer Basen verbinden. Diese geometrische Bedeutung der 
Logarithmen macht den Übergang aus den trigonometrischen Functionen zu 
ihren entsprechenden Bögen naturgemäfser als sonst. 

Wie in dem besondern Falle, wenn AB ein Kreisbogen ist, die Curven 

AC, AD, AE, und die Flächenräume ABC, ACD, ADE, schnell 

elementar gefunden werden, zeige ich vielleicht in einer spätem Abhandlung, 
da dieser Gegenstand für Lehrer Interesse hat. 
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368 29. Gudermann, series notae pro inlegralibus ellipticix. 

quae, si ponimus integralia 

/•-dw.^2 V-tf^/2 _ ., v 

y /<5c8 4 2y * ' et J i«$t>$ 7 2»t> ~ »°> 

/' — dxp.y/2 _ i.ö */'—dy.y/2 _ 3.7 v 

/ ' -rfy*.»^ i.5 L ö....(4o — 3) /' ^dxp.)f'2_ _ 3.7. 11 ,... (4 a-1) y 

y •So« 4 -+ l 2> ~~ 3.7.li..":.(4a-l)' ./ /&>«««+' 3 2v ~ 5.9"13....(4« + 1) » 
abit in simpliciorem hanc 

unde permutando ö et -y— obtinemus series binas 

|^- = °+^4 C0S 2Ö+ 2T4T6-8 - C0S 2ö + 2T4.«:87f07«- C0S 2<? 

+ 2.4:6.8.1ü.l2jtT6 COs2Ö+ ""' 



5. 



'^ = ^-.cos2ö + ^.cos^ö + 2 -A^ (V co^ö 



■*"2T4.6Xl0.12.14.iß C08? 2 ö + 



• • • 



in quibus functiones a 9 a 19 a,, n 3 , rr 4 etc. et 3, J M <T 2 , J 3 , J 4 etc. ampli- 
tudinis y, vel si mavis, amplitudinis <f adhuc eruendae supersunt. 

3. 
Facillime invenitur integrale incoguitutn primum 

a = / 7/j- — ,* . -»—sr 9 et posito 
6. 



€ = J dtp^A — £sin 2 r/>), 





sinqpcosqp 



obtinemus integrale J = 2e— rr— -^ — j f — . -;• ^- Applicemus amplitudinem com- 

plementi, talem igitur, ut sit tang y.tangf// = j/2, sive 

• 2 



tang<^>' = 



tangr^ 

C08(f 



, sin rr 

cos? = -x. 



•2./(l — isin» 
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erit integrale priu9 

8. d = 2 € — o — sin ip sin r/>\ 

Integralium a et € valoris e tabulis ab III. Legendre pro inodulo k = sin 15" = j £ 

paratis nolissimi sunt« a quibus integralia incognita pendere rcliqua omnia 

nunc demonstrabimus. Formula ad reducendum integralia haec idonea est 

3in2i//.i/2 cos cp. sin B ~ 2 q> sin" -Gp.sinW t . 

quae, quia r r ^~ = - -_ 3 - ^ - ~ 3L — = — ■ x --- y est. sequentes 

2 2 Y(l-i8in»" 2 ' .cos" 'qp 

formulas praebet elegantissimas 

sin cp sin 1 «/-' 

(/! = a — - y * — 
1 cos qp 



9. 



j cos q> 

\ sin^sin'qp' 3 8in 5 qpsin 7 qp' 

| - cos'qp ö 2*. cos ' 7: 

sin<jpsiu 5 qp' 3 sin 5 qp.sin 7 <)p' 3.7 sin'cpsin 11 ^' 

.^ == ° cös> ir '~2 T .cös> 5.9* ""2*.co8 1 >" 

__ sinysin'qp' 3 sin 5 qp.sin 7 <)p' 3.7 sin^sin 11 ^ 

a * = ° cos 2 y * ' ~ ^ cös> 5 ~ ij ~2 T cos ' >~" 

3.7.11 8in ,, </>sin , V 



etc., nee non sequentes: 

i, ^ . sin 3 a>.snrg> f 

« ' J 2cos 4 <p 



5.9.13 2 , .cos ,i (jp 



10. 



y ___ * , sin 3 f^.sin ä <// f 1.5 8in 7 'i.8in'r// 

, 2 ~~ *'~Tcös r y 377""2~cösV 

* __ y ä sin*r/».sin ä f// 1.5 sin 7 <p.sin 9 </-' 1.5.9 sin 11 */ .sin ,3 r/' 

, cJ 3 — e) — 3 • " 2 - 8 r y 377 * 2'.cös> "~ 3.77 11* 2 r cos l *~tf~ 

Jv — V 1 s i a3 V- s i n5( P' *-5 sin 7 </'.sin ,J r//' 1.5.9 sin 1 'r/> sin 1 **/' 

I 4 ~~ ~~ * ' " ~2~cos T y 377 ' T 4 7cös> 3T7.iT " "" 2 T cös l >" 



3 77.11.15* ~2 7 . cos 1 V 
etc., ita ut generaliter sit 

__ . N 3. 7.11. ...(4a— 5) sin^-Sep.sin 4 "- 1 */' 

* „ .. 1.5. 9. ...(4a— 3) sin^- , g>.Hur , « + V 

; 3.7.11....(4a-l) 2 ia - | .cos 4 > 

lam vides computum funetionum a n a 2 , cr 3 , a 4 etc. et #,, c) 2 , ^ 3 . cV 4 etc. 
esse facillimum. nee difficile est perspicere, ipsas versus limilem =0 cou- 

vergere, si amplitudo ip versetur inter limites <p = et </= « ^i vero 
transcendentes a et d computamus adiumenlo serierum infinitarum 
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evolvcndo et integrando oblinemus 

13. ;^-'" = 1 , 1 .c.,8»+--^.rf8«+^^ j » l '8« 

1.3.5.7.9.«.«, 7 2 g i .... 

^ 2.4.6.8.10.12.14 + 

Transformatione invenimus integrale 

quare signi t significatio eadem est ut antea in articulo 3. Porro invenitur 
integrale secundum 

Integralia reliqua praebet relatio simplex 

r —d y.Y2 _/• — d\p.)/2 __ /' -dtp.V2 

J (1 + Go$ 2 t/ö7So$ n 2 xp ~~J /Go$*2^ 7 C* + Soö2v/)^eo« w - 2 2v/ ' 

scilicet formulas sequentes: 

/ e = * 
— «, = *— 

«.,, = t — a+d 
!-* 8 = e-fl + tf-iffi+lJ.-J^-Oj 

. i» • iii» 1*5^. . 3.7 b 1.5.1) 3 . < . 1 1 » 

~ , f i iU 1.5 „ , 3.7 * 1-5.9- 3.7.11 v 1.5.9 .13^ 

etc. etc. 
Si formulis Ins utimur, computus functionum e A , f 2 , £ 3 , * 4 , « 5 etc. est facil- 

limus. Functio « invenitur ope formulae e = 2 y — — , si J et a mo- 

do in fine articuli (3.) indicato computanlur; ipsius valorera alioquin praebent 
tabulae ab III. Legendre paratae. Cbi </> = -^ ponitur, fit 

7t f Tt \ 

a = a x = a, = a, = etc. = /, d = d x = <t 2 = J 3 = etc. = 2/, * = 2 (/+ 2//' 

V=E et V = E'. Ceterum patet, series (13.) eodem modo transformari 
posse, quo series (5.) in (12.) abire. 
Scr. die XX. Novemb. 1836. 
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30. 

Anderer Beweis der im lslen Hefte dieses Bandes 
Seite 80 mitgetheilten Auflösung einer geometrischen 

Aufgabe. 

(Vom Herrn rirclmuiifrsraih Brune *» Berlin.) 



ludern ich diese Auflösung überlese, finde ich, dal» der Beweis angemes- 
sener und kürzer in folgender Art gegeben werden kann. 

Würde nur verlangt, die beiden Dreiecks • Seiten so zu theilen, dafs 
der untere Abschnitt der einen Seite sich zum obern der andern verhalte, 
wie jene Seite zu dieser: so brauchten af und be nicht senkrecht auf cd, 
sondern nur parallel unter sich selbst in beliebiger Richtung auf cd gezo- 
gen zu werden. Denn, sind af und be parallel, so ist immer des* cf und 

ax : de == ac x de, 

de\ :C y ~ dcibc > 
also ax: cy = ac : bc, 
und daher auch by : ex = bc : ac. 
In demselben Falle ist ferner, wenn man noch ae und bf zieht, 
auch afbe ein Parallelogramm, folglich in den beiden Dreiecken aex, fby, 

ae — fb, £aex = Zfby, Zeax = Zbfy, 
mithin, wegen der Congruenz dieser Dreiecke, ex — by; woraus weiter 
folgt, dafs xy auch gleich und parallel mit be oder af int. 

Sind aber af und be senkrecht auf cd, so sind sie auch unter al- 
len Geraden, welche aus a oder b auf cd gezogen werden können, die 
kürzesten; mithin ist auch die ihnen gleiche Verbindungslinie xy kürzer, 
als jede andere Verbindungslinie zwischen zwei TheiluugspuncU'n , die aus 
einer Construction entstehen, in welcher af und be nicht senkrecht, son- 
dern in anderer Richtung nur parallel auf cd gezogen sind« Folglich ist 
nach unsrer Construction xy ein Minimum. 

» 

Berlin, im August 1836. 
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31. 

Lehrsätze, 

zu beweisen« 

(Vom Herrn Dr. F. Heinen zu Cleve.) 



1« MJieht man durch irgend einen Punct in der Ebene einer gleich- 
seitigen Hyperbel zwei sich rechtwinklig durehsohneidende Geraden mit 
den Axen parallel, welche der Hyperbel im Allgemeinen in vier Püncten 
begegnen, und verbindet diese Durchschnittspuncte durch Sehnen, so lie- 
gen die Bütten dieser Sehnen, der Mittelpunct M der Hyperbel und der 
gegebene Punct stets auf einem und demselben Kreise, dessen Mittel- 
punct in der Mitte der Linie MO liegt, welche den gegebenen Punct O 
mit dem Mittelpuncte M der Hyperbel verbindet ; eben so liegen die Schwer* 
puncte der Dreiecke, welche jenen Punct zur Spitze und die Sehnen 
zu Grundlinien haben, auf einem andern Xreise, dessen Mittelpunct auf 
derselben Verbindungslinie MO in dem Endpuncte des ersten Drittels die- 
ser Linie, von aus, liegt, und dessen Halbmesser gleich $ MO ist« 

(In den folgenden Sätzen wird unter dem Mittelpuncte einer Kel- 
tenlinie derjenige Punct verstanden, welcher auf der Verlängerung der 
durch den Scheitel gehenden Symmetrie -Axe in einer Entfernung von die- 
sem Scheitel liegt, welche dem Parameter gleich ist, und eine im Mittel- 
punote auf der Symmetrie- Axe senkrechte Gerade als erste Axe oder als 
Axe der Abscissen, die Symmetrie -Axe selbst aber ab zweite Axe oder 
als Axe der Ordinaten angenommen.) 

2« Verlängert man die Ordinaten eines der beiden im Scheitel zu- 
sammenstoßenden Zweige einer Kettenlinie um Stücke , welche den durch 
diese Ordinaten und den Scheitel der Kettenlinie abgegrenzten Bogen 
gleich sind, und verkürzt die Ordinaten des andern tun eben solche Stücke: 
so gehören diese neuen Endpuncte der Ordinaten sammtiieh einer und 
derselben logarithmisehen Linie an, welche mit der Kettenlinie denselben 
Parameter hat und deren Asymptote die erste Axe ist« 

3« Nimmt man auf der ersten Axe beliebig grobe, aber unter sich 
gleiche Stücke an, und zieht die in den Endpuncten eines jeden und in 
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seiner Mitte auftreflenden Ordinalen, so ist der Quotient des Bogen*, wel- 
cher von den Ordinate* der Endpnnete bestimmt wird , durch die Ordi- 
nate der Mitte, für eine constante Lange jenes Stackes, stets eine unver- 
Snderliohe Grölse. Ein Gleiches gilt von dem durch ein Stück auf der 
ersten Axe, den Ordinaten in seinen Endpunoten und dem zugehörigen 
Bogen der Kettenlinie begrenzten Sector« 

4« Liegen die Seheitel einer Reihe von Kettenlinien, welche den« 
pelben Mittelpunct haben, auf einer und derselben Axe, und zieht man 
durch den gemeinsamen Mittelpunct irgend eine Gerade, welche einer der« 
selben begegnet, so begegnet sie auch allen übrigen, und zwar sind, wenn 
von den beiden Durchschnittspuncten mit jeder einzelnen, der dem Mittel 
puncto zunächst liegende, erster, der fernere dagegen zweiter genannt wer- 
den, die Tangenton in allen ersten, so wie auch in allen zweiten Durch« 
sebnittspuneten an den verschiedenen Kettenlinien einander parallel; be« 
rührt die Gerade eine dieser Kettenlinien, so berührt sie auoh alle übri- 
gen« Auch verhalten sich die Stucke der Geraden zwisohen dem Mittel- 
punete und zweien ersten (oder zweiten) Durchschnittspuncten , oder, im 
Falle sie berührt, zwischen dem Mittelpuncte und den BerBhrungspuncteo, 
wie die jedesmaligen Parameter der Kettenlinien« 

Die letztere Beziehung bietet, wie man leicht sieht, ein einfaches 
Mittel dar, um, wenn eine Kettenlinie gezeichnet ist, eine andere zu zeich- 
nen, welche irgend einen gegebenen Parameter und mit jener denselben 
Mittelpunct und dieselbe Symmetrie- Axe haben soll* 
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Druckfehler im isten Hefte dieses Bandes« 

Pap. 62 beim Alter von 65 Jahren, Spalte 5, stau 27.21 lies 17,21 

— 64 - - - 99 - Spähe 3, *tall — lu-s 1 

Im 2ten Hefte dieses Bande«. 

— 196 lin. 23 pro: redoatur, Icgas: reddalnr 

— — — 26 — vi'iiit !. veiiimus 

— — — 28 — proportionales I. proporlionalia 
_ — — 30 — tertiae I. tcitii 

— — — 34 — inveniendas I. invenieudos 

— — — 35 — Mummam L summum 

Im 4ten Hefte dieses Bandes« 

— 366 — 372 lin. I loro iuU'^raüa elliplica lesras inlegraiibus ellipticis. 
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Druckfehler im isten Hefte dieses Bandes. 

Pag. 62 beim Aller von 65 Jahren, Spalte 5, stau 27 21 lira 17,21 

— 64 - - - 99 - Spalt« 3, stau — frs 1 

Im 2ten Hefte dieses Bande». 

— 196 lin. 23 pro: redcatur, leg«.* : reddalur 

— — -—26 — vonit I. veiiiitiuä 

— — — 28 — proportionales I. proporlionalia 

— — — 30 — tertiae I. tcitii 

— — — 34 — iiwenieadas '• inveniendos 

— — — 35 — Hummam L sunmum 

Im 4ten Hefte dieses Bandes« 

— 366 — 372 liu. I Wo inU^ralia elhplica lex** integralibus elUpticis. 
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